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Predgovor

U
benik koji upravo dr�ite na monitoru ili telefonu nameǌen
je predmetu Nestandardni matematiqki problemi, koji se nalazi u
kurikulumu master studija matematike na Prirodno-matematiqkom
fakultetu u Novom Sadu. Na ovih ( uglr

k oo ) 100 (nestandardnih, tra nd ia k hv ) strani-
ca nalazi se ukupno 31 problem, koji su razvrstani u 13 glava. Sva-
ka glava obuhvata sadr�aj po jednog dvoqasa predavaǌa iz navedenog
predmeta. U prvih nekoliko glava grupisani su problemi iz kombi-
natorike, zatim u narednim glavama problemi iz algebre i analize,
potom problemi iz teorije brojeva, i najzad problemi iz geometrije.

Ve� i iz samog naslova u
benika, jasno je da za rexavaǌe iz-
lo�enih problema nisu dovoǉne samo ,,klasiqne“ tehnike odre�enih
oblasti, ve� je potrebno posegnuti i za nekim nestandardnim idejama
(pritom, akonto slo�enosti predstavǉenih problema, qitalac mo�e
lako izraqunati da je, u proseku, za jedan problem predvi�en gotovo
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PREDGOVOR

jedan 45-minutni qas vremena, mada ima i onih tematskih jedinica
gde se qitav dvoqas utroxi na obra�ivaǌe samo jednog problema).
Nije retkost ni da isti problem ima dodirnih taqaka s vixe naiz-
gled nepovezanih matematiqkih oblasti (takvi problemi su, govore�i
generalno u matematici, qesto i najzanimǉiviji), i stoga razvrsta-
vaǌe napomenuto skraja prethodnog paragrafa nije (niti mo�e biti)
u potpunosti precizno, ve� je diktirano autorovom (subjektivnom, mo-
�da ponekad i proizvoǉnom) procenom. Kako god, dosta je ve� teksta
utroxeno na razjaxǌavaǌe razvrstavaǌa, xto svakako nije bitno ni
za xta. Ono pak xto jeste bitno, to je da autor izra�ava nadu/�eǉu
da �e kǌigu na�i zanimǉivom i korisnom (ili bar jednim od toga)
ne samo studenti zarad kojih je primarno i nastala, ve� i (drugi)
ǉubiteǉi matematike, budu�i da, s obzirom na xarolikost sadr�a-
ja, nije (mo�da?) neopravdano verovati da bi mnogi mogli tu prona�i
nexto spram sopstvenog ukusa. Skroman autorov doprinos takvoj vizi-
ji predstavǉaju problemi 1.3, 2.2, 3.2, 4.2, 7.2, 8.1, 8.2, 9.1, 9.2, 10.1,
11.1, 11.2 i 13.1, koji su originalna kreacija potpisnika ovih redova.

Dugujem zahvalnost recenzentima, koji su pa�ǉivo proqitali ru-
kopis i izneli niz korisnih sugestija, xto je doprinelo kvalitetu
materijala. Kako je osnovni tekst u
benika bio ve� neko vreme slobo-
dno dostupan (u formi 13 zasebnih skripata) putem liqnog veb-sajta
(i u momentu pisaǌa ovih redova i daǉe se mo�e na�i na istom me-
stu, mada u momentu qitaǌa verovatno ne�e vixe biti tamo, iako i to
zavisi od qitaoca), blagodarim i svima ostalima koji su tokom tog
perioda ukazivali na propuste koji su se provukli. Beskrajna zahval-
nost budu�ih generacija studenata obasjava�e vas u daǉem �ivotu.

U Novom Sadu,
septembra 2022.

4



Glava 1
Problemi sa
zatvorenicima i xexirima

1.1 Stra�ar predla�e zatvorenicima slede�u igru. Svi �e
biti izvedeni u dvorixte i pore�ani u vrstu tako da
svako vidi samo one zatvorenike ispred sebe. Potom �e

svakome od ǌih biti stavǉen na glavu xexir u crnoj ili beloj boji.
Stra�ar �e zatim pitati posledǌeg u vrsti (onog koji vidi sve ispred
sebe) da poga�a boju svog xexira. Zatvorenik treba da glasno odgovori
,,crna“ ili ,,bela“. Ako je odgovor taqan, taj zatvorenik bi�e oslobo�en.
Stra�ar potom prilazi slede�em zatvoreniku u redu i ponavǉa isti
postupak, i tako sve do kraja vrste. Zatvorenici imaju mogu�nost da
osmisle strategiju pre poqetka igre, ali kad igra poqne, nikakva ko-
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1. PROBLEMI SA ZATVORENICIMA I XEXIRIMA

munikacija me�u zatvorenicima nije dozvoǉena. Ako u zatvoru ima n
zatvorenika, koji je maksimalan broj zatvorenika koji �e zagarantovano
biti oslobo�eni ukoliko zatvorenici primeǌuju optimalnu strategi-
ju?

Rexeǌe. Mo�e se zagarantovano osloboditi n− 1 zatvorenik.
Xta god rekao posledǌi zatvorenik u vrsti (onaj koji je prvi pi-

tan), uvek se mo�e dogoditi da je na ǌegovoj glavi xexir suprotne
boje od toga xto je rekao, pa se za ǌega ne mo�e garantovati slo-
boda. Doka�imo da zatvorenici mogu osmisliti strategiju koja �e
garantovati slobodu svima ostalima (osim ǌega).

Posledǌi zatvorenik u vrsti treba da izbroji crne xexire koje
vidi ispred sebe, i da ka�e ,,crna“ ako je ǌihov broj neparan, a da
ka�e ,,bela“ ako je ǌihov broj paran. Drugim reqima, on na taj naqin
svima ostalima daje informaciju o parnosti broja crnih xexira na
glavama prvih n − 1 zatvorenika u vrsti. Naredni zatvorenik, uko-
liko (gledaju�i xexire ispred sebe) uoqi da se ta parnost promenila
(vidi ispred sebe paran broj crnih xexira a prethodni zatvorenik
je rekao ,,crna“, ili obratno), zakǉuqi�e da je i na ǌegovoj glavi
crni xexir (jer jedino tako on i zatvorenik iza ǌega mogu videti
razliqite parnosti); sliqno, ukoliko uoqi da se parnost nije prome-
nila, zakǉuqi�e da je na ǌegovoj glavi beli xexir. Svaki slede�i
zatvorenik �e quti koji su xexiri proxli iza ǌega, pa mo�e izraqu-
nati parnost ukupnog broja crnih xexira iza i ispred sebe (ne raqu-
naju�i xexir na glavi posledǌeg zatvorenika); ako je ta parnost dru-
gaqija u odnosu na informaciju koju je saopxtio posledǌi zatvorenik
u vrsti, zakǉuquje da on na glavi ima crni xexir, a ako je parnost
ista, zakǉuquje da na glavi ima beli xexir.
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1. PROBLEMI SA ZATVORENICIMA I XEXIRIMA

1.2 Stra�ar predla�e zatvorenicima slede�u igru. Svi �e
biti izvedeni u dvorixte i pore�ani u vrstu tako da sva-
ko vidi samo one zatvorenike ispred sebe. Potom �e sva-

kome od ǌih biti stavǉen na glavu xexir u jednoj od k, k > 1, mogu�ih
boja. Stra�ar �e zatim pitati posledǌeg u vrsti (onog koji vidi sve
ispred sebe) da poga�a boju svog xexira. Zatvorenik treba da glasno iz-
govori jednu od predvi�enih k boja. Ako je odgovor taqan, taj zatvorenik
bi�e oslobo�en. Stra�ar potom prilazi slede�em zatvoreniku u re-
du i ponavǉa isti postupak, i tako sve do kraja vrste. Zatvorenici
imaju mogu�nost da osmisle strategiju pre poqetka igre, ali kad igra
poqne, nikakva komunikacija me�u zatvorenicima nije dozvoǉena. Ako u
zatvoru ima n zatvorenika, koji je maksimalan broj zatvorenika koji
�e zagarantovano biti oslobo�eni ukoliko zatvorenici primeǌuju op-
timalnu strategiju?

Rexeǌe. Mo�e se zagarantovano osloboditi n− 1 zatvorenik.
Xta god rekao posledǌi zatvorenik u vrsti (onaj koji je prvi pi-

tan), uvek se mo�e dogoditi da je na ǌegovoj glavi xexir drugaqije
boje od toga xto je rekao, pa se za ǌega ne mo�e garantovati slo-
boda. Doka�imo da zatvorenici mogu osmisliti strategiju koja �e
garantovati slobodu svima ostalima (osim ǌega).

Zatvorenici identifikuju boje sa brojevima 0, 1, . . . , k− 1. Posled-
ǌi zatvorenik u vrsti treba da izraquna sumu svih boja koje vidi
ispred sebe, i da naglas saopxti tu sumu po modulu k (to �e, dakle,
biti neki broj od 0 do k−1, xto je, s obzirom na identifikaciju boja
i brojeva, u skladu s onim xto zatvorenik sme da ka�e kao odgovor).
Recimo da je prvi zatvorenik izgovorio broj S. Naredni zatvorenik
treba da sabere boje koje vidi ispred sebe, i da taj zbir oduzme od
S, raqunaju�i po modulu k; rezultat �e biti upravo boja ǌegovog
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1. PROBLEMI SA ZATVORENICIMA I XEXIRIMA

xexira. Svaki slede�i zatvorenik �e quti koji su xexiri proxli
iza ǌega, pa mo�e izraqunati ukupan zbir boja iza i ispred sebe (ne
raqunaju�i xexir na glavi posledǌeg zatvorenika); oduzimaǌem tog
zbira od S (rade�i po modulu k) dobija upravo boju svog xexira.

1.3 Stra�ar predla�e zatvorenicima slede�u igru. Svi �e
biti izvedeni u dvorixte, gde �e svakome od ǌih biti
stavǉen na glavu xexir u jednoj od 5 mogu�ih boja. Svaki

zatvorenik vide�e sve xexire sem sopstvenog. Stra�ar �e ih potom
pore�ati u vrstu i pitati prvog zatvorenika u vrsti da li zna boju
svog xexira. Zatvorenik glasno odgovara ,,da“ ili ,,ne“. Ako odgovori
,,ne“, bi�e odmah zakǉuqan u samicu. Ako odgovori ,,da“, stra�ar �e ga
pitati koje je boje ǌegov xexir, na xta zatvorenik treba da odgovori
na takav naqin da ostali zatvorenici ne quju odgovor. Ukoliko je od-
govor pogrexan, taj zatvorenik bi�e odmah zakǉuqan u samicu pred svi-
ma, a ako je odgovor taqan, taj zatvorenik bi�e odmah oslobo�en pred
svima. Stra�ar potom prilazi slede�em zatvoreniku u redu i ponav-
ǉa isti postupak, i tako sve do posledǌeg zatvorenika. Zatvorenici
imaju mogu�nost da osmisle strategiju pre poqetka igre, ali kad igra
poqne, nikakva komunikacija me�u zatvorenicima nije dozvoǉena. Ako
u zatvoru ima 2015 zatvorenika, koji je maksimalan broj zatvorenika
koji �e zagarantovano biti oslobo�eni ukoliko zatvorenici primeǌuju
optimalnu strategiju?

Rexeǌe. Qak 2013 zatvorenika mo�e imati garantovanu slobodu.
Opiximo najpre strategiju koja obezbe�uje slobodu za 2013 zatvo-

renika. Dodelimo vrednosti 0, 1, 2, 3 i 4 mogu�im bojama. Glavna ideja
je osmisliti takvu strategiju na osnovu koje �e, nakon odgovora prva
dva zatvorenika, svim zatvorenicima biti poznata suma po modulu 5
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1. PROBLEMI SA ZATVORENICIMA I XEXIRIMA

boja xexira preostalih 2013 zatvorenika. Ukoliko ovo postignemo,
lako je videti da svih preostalih 2013 zatvorenika mo�e obezbediti
slobodu: zaista, ako opisanu sumu oznaqimo sa S, svaki zatvorenik
treba da od S oduzme sumu boja xexira ovih 2013 zatvorenika izuzi-
maju�i sebe, i rezultat po modulu 5 daje boju ǌegovog xexira. Dakle,
sada �emo pokazati kako prva dva zatvorenika treba da odgovaraju da
bi postigli opisani ciǉ.

Prvi zatvorenik odgovara ,,ne“ ako i samo ako va�i neka od slede�e
qetiri mogu�nosti: i) S je jednako boji xexira drugog zatvorenika;
ii) S je za 1 ve�e od boje xexira drugog zatvorenika; iii) S = 0; iv)
boja xexira drugog zatvorenika je 4 i pritom va�i S = 1. Drugi
zatvorenik odgovara ,,ne“ ako i samo ako va�i S = 0, a inaqe odgovara
,,da“ i poga�a (uspexno ili neuspexno) da je boja ǌegovog xexira
upravo S. Poka�imo da svi ostali zatvorenici na ovaj naqin mogu
odrediti S. Zaista, ako oba prva zatvorenika ka�u ,,ne“, tada sle-
di S = 0. Pretpostavimo sada da drugi zatvorenik odgovori ,,da“.
Tada svi znaju da va�i neki od uslova i), ii) ili iv). Ukoliko dru-
gi zatvorenik bude oslobo�en nakon svog poga�aǌa, S je boja xexira
drugog zatvorenika; u suprotnom, ako drugi zatvorenik bude zatvoren
u samicu, S je ili za 1 ve�e od boje xexira drugog zatvorenika, ili,
ukoliko drugi zatvorenik ima xexir boje 4, tada va�i S = 1.

Sada opisujemo kako se strategija daǉe odvija ukoliko prvi za-
tvorenik odgovori ,,da“. Prvi zatvorenik naga�a da je ǌegov xexir
proizvoǉne boje (ovo nije od znaqaja za nastavak). Drugi zatvorenik
odgovara ,,da“ ako i samo ako je S parno, i u tom sluqaju poga�a da je
ǌegov xexir boje 0 ako va�i S = 2, a poga�a da mu je xexir bilo koje
druge boje u suprotnom. Poka�imo da svi ostali zatvorenici na ovaj
naqin mogu odrediti S. Kako je prvi zatvorenik rekao ,,da“, sledi da
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1. PROBLEMI SA ZATVORENICIMA I XEXIRIMA

nije ispuǌena nijedna od mogu�nosti i), ii), iii) niti iv) iz prethodnog
pasusa. S obzirom na iii), sledi S ∈ {1, 2, 3, 4}. Pretpostavimo za mo-
menat da drugi zatvorenik ima xexir boje 1, 2, 3 ili 4 (tj. da nije
0). Tada, s obzirom na i), ii) i iv), preostale mogu�nosti za S su {3, 4},
{1, 4}, {1, 2} ili {2, 3}, redom. Budu�i da odgovor drugog zatvorenika
otkriva parnost broja S, dovoǉno je podataka da se odredi S. Najzad,
pretpostavimo da drugi zatvorenik ima xexir boje 0. Tada sledi
S ∈ {2, 3, 4}. Ako drugi zatvorenik odgovori ,,ne“, tada je S neparno,
tj. S = 3. Ako drugi zatvorenik odgovori ,,da“, sledi S ∈ {2, 4}; tada,
ukoliko drugi zatvorenik bude oslobo�en nakon svog poga�aǌa, va�i
S = 2 (ako je on korektno pogodio, sledi da je poga�ao da mu je boja
xexira 0, xto radi samo u sluqaju S = 2), a ako bude zatvoren u sa-
micu nakon poga�aǌa, va�i S = 4 (budu�i da nije pogodio, sledi da
je poga�ao da mu je boja xexira nexto razliqito od 0, xto radi samo
u sluqaju S 6= 2).

Ovim smo dokazali da bar 2013 zatvorenika mo�e obezbediti slo-
bodu.

Poka�imo jox da, za ma kakvu strategiju, postoji raspored xexira
takav da bar dva zatvorenika ne pogode boju svojih xexira; xtavixe,
pokaza�emo da postoji raspored xexira takav da prva dva zatvoreni-
ka ne pogode. Pretpostavimo suprotno: zatvorenici mogu osmisliti
takvu strategiju da za sve mogu�e rasporede xexira bar jedan od
prva dva zatvorenika korektno pogodi. Posmatrajmo skup od pet ras-
poreda koji se razlikuju samo u boji xexira drugog zatvorenika (tj.
svi zatvorenici sem drugog imaju proizvoǉne ali fiksirane boje).
Dodatno zahtevamo da postoji najvixe jedan od ovih pet raspore-
da u kom prvi zatvorenik uspexno poga�a svoju boju (ovaj zahtev je
mogu�e ispuniti: naime, za svaki mogu� raspored xexira od drugog
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1. PROBLEMI SA ZATVORENICIMA I XEXIRIMA

do posledǌeg zatvorenika, postoji najvixe jedna mogu�a boja xexira
prvog zatvorenika koja se u ovu kombinaciju ,,uklapa“ tako da prvi
pogodi; dakle, poxto smo fiksirali pet mogu�ih rasporeda od dru-
gog do posledǌeg, a postoji izbor izme�u pet mogu�ih boja xexira
koje mogu biti na glavi prvog zatvorenika, sledi da mo�emo za prvog
zatvorenika odabrati xexir qija boja �e biti pogo�ena za najvixe
jedan od ovih pet rasporeda). Me�u tako odabranih pet rasporeda
mo�e postojati najvixe jedan za koji osmixǉena strategija predvi-
�a da prvi zatvorenik odgovori ,,ne“: zaista, ako bi postojala bar
dva takva rasporeda, tada nakon xto prvi zatvorenik odgovori ,,ne“,
drugi zatvorenik, xta god uradio, ne bi pogodio boju svog xexira u
bar jednom od ova dva rasporeda (tj. nijedan od prva dva zatvoreni-
ka ne bi pogodio, xto je kontradikcija). Dakle, postoje bar qetiri
rasporeda u kojima prvi zatvorenik odgovara ,,da“. Po izboru posma-
tranog skupa od pet rasporeda, za bar tri od ova qetiri rasporeda
prvi zatvorenik ne bi pogodio boju xexira, xto znaqi da bi dru-
gi zatvorenik morao korektno pogoditi u sva ova tri sluqaja; me�u-
tim, ovo je oqito nemogu�e, budu�i da, ma kakva je strategija drugog
zatvorenika, u bar dva od ova tri rasporeda ne�e pogoditi boju xexi-
ra. Ovim je dokaz zavrxen.
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Glava 2
Neki problemi na
xahovskoj tabli

2.1 Pod torusnom xahovskom tablom n × n podrazumevamo
tablu n × n qije su doǌa i gorǌa ivica ,,slepǉene“, kao
i leva i desna ivica. (Na primer, dama koja se na takvoj

tabli nalazi na poǉu s koordinatama (3, 2) mo�e se pomeriti na sva
poǉa na koja bi mogla i na uobiqajenoj xahovskoj tabli, ali jox i na
pojedina druga poǉa: primera radi, (5, n), (6, n − 1)..., budu�i da poǉa
(3, 2), (4, 1), (5, n), (6, n− 1)... qine niz dijagonalno susednih poǉa.) Dokaza-
ti da se na torusnu tablu n× n mo�e postaviti n dama koje se me�u-
sobno ne napadaju ako i samo ako je n oblika 6k ± 1.
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2. NEKI PROBLEMI NA XAHOVSKOJ TABLI

Rexeǌe. Primetimo da, u svakom validnom rasporedu n dama na tabli
n×n, u svakoj koloni postoji taqno jedna dama, i u svakoj vrsti postoji
taqno jedna dama. Svaki validan raspored n dama na tabli n×n mo�e
se predstaviti permutacijom σ brojeva {1, 2, . . . , n}, gde σ(i) kazuje na
kom poǉu u i-toj koloni se nalazi dama koja je u toj koloni (drugim
reqima, dame su na poǉima (1, σ(1)), (2, σ(2)), . . . , (n, σ(n)); mo�emo sma-
trati da prva koordinata predstavǉa kolonu a druga vrstu, gde su
kolone numerisane sleva nadesno a vrste odozdo navixe). Uslov da
je σ permutacija garantuje da se nikoje dve dama ne�e napadati ni
po horizontali, ni po vertikali. Pogledajmo jox kako se uslov da se
dame ne napadaju po dijagonali ,,prevodi“ u neku restrikciju o per-
mutaciji σ. Primetimo da se dame na poǉima (i, i′) i (j, j′) napadaju
po jugozapadno-severoistoqnoj dijagonali na ,,obiqnoj“ (tj. ne toru-
snoj) tabli ako i samo ako va�i j − i = j′ − i′; za torusnu tablu uslov
je sliqan: j − i ≡ j′ − i′ (mod n) (zaista, primetimo da svo�eǌe koor-
dinata po modulu n upravo omogu�ava prelazak po ,,slepǉenoj“ ivi-
ci). Sliqno, dame na poǉima (i, i′) i (j, j′) napadaju se po jugoistoqno-
-severozapadnoj dijagonali (na torusnoj tabli) ako i samo ako va�i
j − i ≡ i′ − j′ (mod n). Dakle, zakǉuqimo, permutacija σ mora biti ta-
kva da je za svako i i j, i 6= j, ispuǌeno j − i 6≡ σ(j) − σ(i) (mod n) i
j − i 6≡ σ(i)− σ(j) (mod n). Pritom va�i i obratno: svaka permutacija
σ koja ispuǌava ove uslove daje jedan validan raspored dama.

Pokaza�emo sada jedno pomo�no tvr�eǌe koje �e biti od koristi u
nastavku rada. Neka je sada data permutacija σ koja odgovara jednom
validnom rasporedu dama. Doka�imo da funkcija i 7→ (σ(i) + i) mod n
(gde na desnoj strani uzimamo broj iz klase {1, 2, . . . , n}) tako�e pred-
stavǉa permutaciju skupa {1, 2, . . . , n} (ne tvrdimo da ta permutacija
mora odgovarati validnom rasporedu dama). Pretpostavimo suprotno:
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2. NEKI PROBLEMI NA XAHOVSKOJ TABLI

za neke i i j, i 6= j, va�i σ(i) + i ≡ σ(j) + j (mod n). Me�utim, ovo se
svodi na j − i ≡ σ(i)− σ(j) (mod n), xto je u kontradikciji sa uslovom
da je σ permutacija koja odgovara validnom rasporedu dama. Na sli-
qan naqin, pokazujemo da je i i 7→ (σ(i) − i) mod n tako�e permutacija
skupa {1, 2, . . . , n} (ukoliko ne bi bila, dobili bismo j − i ≡ σ(j)− σ(i)
(mod n) za neke razliqite i i j, kontradikcija).

Sada smo spremni da reximo zadatak. Razdvoji�emo dva smera.
(⇒): Neka je σ permutacija koja odgovara jednom validnom raspore-

du dama na torusnoj tabli n×n. Treba pokazati da je n oblika 6k±1.
Kako bismo ovo utvrdili, pokaza�emo da je n neparan broj, kao i da
3 - n; jasno, iz ova dva zakǉuqka sledi�e upravo da je n oblika 6k± 1.

Primetimo, po ranijem pomo�nom tvr�eǌu va�i:

n∑
i=1

(σ(i) + i) ≡
n∑
i=1

i (mod n)

(zaista, kako smo pokazali, skup sabiraka na levoj strani po modulu n
qini upravo brojeve od 1 do n, u nekoj permutaciji). Tako�e oqigledno
imamo i:

n∑
i=1

(σ(i) + i) =

n∑
i=1

σ(i) +

n∑
i=1

i.

Primetimo da, nakon potiraǌa izraza
∑n
i=1 i, ostaje

∑n
i=1 σ(i) ≡ 0

(mod n). Me�utim, na levoj strani imamo upravo sve brojeve od 1 do
n (jer je σ permutacija), pa suma na levoj strani iznosi n(n+1)

2 . Da-
kle, sve zajedno, n | n(n+1)

2 , odakle sledi da je n+1
2 prirodan broj, xto

znaqi da je n neparno.
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2. NEKI PROBLEMI NA XAHOVSKOJ TABLI

Daǉe, ponovo po ranijem pomo�nom tvr�eǌu, va�i i slede�e:

n∑
i=1

(σ(i) + i)2 ≡
n∑
i=1

i2 (mod n).

S druge strane, levu sumu mo�emo transformisati i ovako:

n∑
i=1

(σ(i) + i)2 =

n∑
i=1

(σ(i)2 + 2iσ(i) + i2) =

n∑
i=1

σ(i)2 + 2

n∑
i=1

iσ(i) +

n∑
i=1

i2.

Nakon potiraǌa izraza
∑n
i=1 i

2 ostaje:

n∑
i=1

σ(i)2 + 2

n∑
i=1

iσ(i) ≡ 0 (mod n).

Na potpuno analogan naqin (zapoqiǌu�i od
∑n
i=1(σ(i) − i)2 umesto∑n

i=1(σ(i) + i)2) dolazimo do:

n∑
i=1

σ(i)2 − 2

n∑
i=1

iσ(i) ≡ 0 (mod n).

Iz posledǌa dva zakǉuqka, sabiraǌem dobijamo:

2

n∑
i=1

σ(i)2 ≡ 0 (mod n).

Pod sumom se nalaze upravo kvadrati prirodnih brojeva od 1 do n (u
nekom poretku), a poznato je da ǌihova suma iznosi n(n+1)(2n+1)

6 . Dakle,
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2. NEKI PROBLEMI NA XAHOVSKOJ TABLI

sve zajedno, n | n(n+1)(2n+1)
3 , odakle sledi da je (n+1)(2n+1)

3 prirodan
broj, pa zakǉuqujemo 3 - n (jer, u sluqaju 3 | n, nijedna od dve zagrade
u brojiocu ne bi bila deǉiva sa 3, pa ni razlomak ne bi tada mogao
biti prirodan broj). Ovim je smer (⇒) dokazan.

(⇐): Neka je n prirodan broj oblika 6k± 1 (drugim reqima, 2 - n i
3 - n). Treba pokazati da postoji validan raspored dama na torusnoj
tabli n× n.

Postavimo dame na koordinate (i, 2i mod n). Oqigledno, nikoje dve
dame nisu u istoj koloni. Tako�e, nikoje dve dame ne mogu biti u
istoj vrsti, jer iz 2i ≡ 2j (mod n) sledi i ≡ j (mod n) (primetimo
ovde, skra�ivaǌe je dozvoǉeno izvrxiti zbog 2 - n), tj. i = j. Ostaje
jox proveriti da li se neke dve dame mogu napadati po dijagonali.

Pretpostavimo da je to sluqaj za neku jugozapadno-severoistoqnu
dijagonalu; drugim reqima, za neke razliqite i i j va�i i− j ≡ 2i− 2j
(mod n). Odatle sledi i ≡ j (mod n), tj. i = j, kontradikcija. Pret-
postavimo sada da se neke dve dame napadaju po nekoj jugoistoqno-
-severozapadnoj dijagonali; drugim reqima, za neke razliqite i i j
va�i i− j ≡ 2j − 2i (mod n). Ovo se svodi na 3i ≡ 3j (mod n), a budu�i
da va�i 3 - n, mo�emo skratiti obe strane sa 3; nakon toga ostaje
i ≡ j (mod n), tj. ponovo i = j i ponovo kontradikcija. Time je zadatak
rexen.

2.2 Odrediti koliko se najvixe dama mo�e postaviti na
tablu 2017× 2017, pri qemu svaka dama sme da napada naj-
vixe jednu od preostalih.

Rexeǌe. Odredi�emo najpre gorǌu granicu za broj dama koje se pod
datim uslovima mogu postaviti na tablu n× n, i to u sluqaju kada je
postavǉeno vixe od n dama. Pretpostavimo da smo na tablu postavili
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m dama, m > n. Kako ni u jednoj vrsti ne mogu biti vixe od dve dame
(jer bi onda ,,sredǌa“ od ǌih napadala dve druge), sledi da postoji
bar m−n vrsta u kojima su po dve dame, a odatle izraqunavamo da ima
najvixe n−(m−n), tj. najvixe 2n−m dama koje su same u svojoj vrsti.
Analogno, postoji najvixe 2n −m dama koje su same u svojoj koloni.
Kako svaka dama mora biti sama u svojoj vrsti ili sama u svojoj
koloni (jer bi u suprotnom napadala dve druge dame), pri ovakvom
raqunu svaka dama je ubrojana bar jednom, tj. va�i (2n−m)+(2n−m) >
m. Ovo se svodi na 4n > 3m, tj. m 6 4n

3 . Kako je m prirodan broj,
mora va�iti zapravo m 6 b 4n

3 c. Dakle, po dobijenoj granici, na tabli
n×n potencijalno mo�e biti vixe od n dama, ali ne vixe od b 4n

3 c. Za
n = 2017 (xto je vrednost iz postavke) dobijena granica iznosi 2689.

Prema tome, da bi se rexeǌe kompletiralo, potrebno je jox na�i
raspored 2689 dama na tabli 2017 × 2017 (pri qemu svaka od ǌih sme
da napada najvixe jednu od preostalih).

Oznaqimo sa A tablu 6×6 sa osam dama raspore�enih kao na slici
levo (primetimo, na ovoj tabli je ispuǌeno da svaka dama napada naj-
vixe jednu od preostalih). Oznaqimo sa B tablu 335× 335 sa 335 dama
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raspore�enih tako da se nikoje dve ne napadaju qak ni po torusu: jedan
odgovaraju� raspored prikazan je na slici u sredini (gde je na slici,
razumǉivo, prikazana maǌa tabla, ali obrazac je jasan, xtavixe, ovo
je upravo raspored opisan u smeru (⇐) prethodnog zadatka; primetimo
da broj 335 jeste oblika 6k − 1). Konaqno, posmatrajmo tablu 2017 ×
2017 sklopǉenu od tabli A i B kao na slici desno. Primetimo, tu je
postavǉeno ukupno 8 · 335 + 8 + 1 dama, xto je upravo 2689. Bilo koja
dama na bilo kojoj tabli oznaqenoj sa B napada damu na istoj poziciji
na susednoj tabli B, i nikoga vixe (za horizontale i vertikale ovo se
lako vidi, a za dijagonale primetimo slede�e: ako bi bilo koja dama s
neke table B dijagonalno napadala damu s neke druge table B, tada bi
ona po torusnoj dijagonali napadala i damu na odgovaraju�oj poziciji
na polaznoj tabli B, xto je u kontradikciji sa izborom tabli B).
Bilo koja dama na tabli oznaqenoj sa A napada samo po jednu damu
na tabli A i nikoga vixe. Konaqno, dama u gorǌem desnom uglu ne
napada nijednu drugu damu. Time je zadatak rexen.
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Glava 3
Neki problemi sa
izlomǉenim linijama

3.1 Dato je n2 taqaka pore�anih u ravni u formi kvadratne
mre�e n×n. Izlomǉenom linijom du�ine l nazivamo uni-
ju zatvorenih du�i A0A1, A1A2, A2A3, . . . , Al−1Al u toj

ravni. Odrediti najmaǌi prirodan broj l za koji postoji izlomǉena li-
nija du�ine l na kojoj le�e svih n2 posmatranih taqaka.

Rexeǌe. Za n = 1 oqigledno je odgovor l = 1, a za n = 2 odgovor je l = 3.
Za n = 3 na slici levo vidimo kako se mo�e posti�i izlomǉena linija
du�ine 4, a na slici desno vidimo kako se ova ideja mo�e doraditi
tako da, za mre�u n×n, imamo izlomǉenu liniju du�ine 2n−2 (dakle,
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prva qetiri koraka su kao u sluqaju n = 3, a potom samo nastavǉamo
prave�i spiralnu formu u smeru kazaǉke na satu).

Poka�imo sada da je 2n−2 zaista najmaǌi takav broj l (sa izuzetkom
ve� pomenutih sluqajeva n = 1 i n = 2). Neka je mre�a n× n pokrive-
na izlomǉenom linijom du�ine l. Pretpostavimo da postoji r redova
i s kolona na kojima ne le�i nijedno parqe (horizontalno, odnosno
vertikalno) uoqene izlomǉene linije. Razmotrimo prvo sluqaj r = 0.
Tada u svakom redu postoji bar neko horizontalno parqe izlomǉene
linije, pa linija ima bar n horizontalnih du�i. Dodatno, kako bi
sve ove horizontalne du�i qinile jednu izlomǉenu liniju, one mora-
ju biti ,,povezane“ pomo�u bar n − 1 drugih du�i. Dakle, u sluqaju
r = 0 izlomǉena linija se sastoji od bar 2n − 1 du�i (xto oqito
nije optimalno, jer ve� imamo konstrukciju koja daje 2n − 2 du�i).
Razmotrimo sada sluqaj r = 1. Tada postoji taqno jedan red bez hori-
zontalnih du�i, xto znaqi da horizontalnih du�i ima bar n − 1 (u
svakom od preostalih redova po bar jedna). Dodatno, u posmatranom
redu bez horizontalnih du�i imamo n taqaka, a svaka du� koja nije
horizontalna mo�e pokriti najvixe po jednu od ovih taqaka; dakle,
treba nam bar n du�i koje nisu horizontalne. Zakǉuqujemo da i u
ovom sluqaju ukupno ima bar 2n − 1 du�i, xto opet nije optimalno.
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Sve analogno zakǉuqujemo i za sluqajeve s = 0 ili s = 1.
Preostaje da razmotrimo sluqaj kada su i r i s bar 2. Posmatraj-

mo onih r redova i s kolona na kojima ne le�i nijedna horizontalna
odnosno vertikalna du�. Taqke u preseku tih redova i kolona formi-
raju neku mre�u dimenzija r × s (one ne moraju biti na podjednakom
odstojaǌu jedne od drugih, xto ne�e praviti problema u nastavku).
Posmatrajmo taqke na rubu te mre�e. ǋih ima 2r + 2s− 4. Poxto ni-
jedna od tih taqaka nije pokrivena ni horizontalnom ni vertikalnom
du�i, sve one moraju biti pokrivene kosim du�ima (pod kosim du�ima
podrazumevamo one koje nisu ni horizontalne ni vertikalne). Svaka
kosa du� mo�e pokrivati najvixe dve od ovih rubnih taqaka, pa sledi
da kosih du�i mora biti bar r+s−2. Dodatno, kako u svakom redu osim
ovih r uoqenih imamo bar po jednu horizontalnu du�, sledi da postoji
bar n− r horizontalnih du�i; sliqno, postoji bar n− s vertikalnih
du�i. Sve zajedno, ukupno postoji bar (r + s− 2) + (n− r) + (n− s), tj.
2n− 2 du�i, xto je i trebalo dokazati.

3.2 Xifra za zakǉuqavaǌe ,,android“ telefona formira se na
slede�i naqin. Na mre�i taqaka 3 × 3 potrebno je nacr-
tati putaǌu saqiǌenu od nekoliko du�i, gde svaka du�

povezuje neke dve od posmatranih taqaka, i pritom je polazna taqka
slede�e du�i uvek zavrxna taqka prethodne. Tokom iscrtavaǌa puta-
ǌe, svaki put kada putaǌa pre�e preko neke taqke (bilo kao unutraxǌe
ili krajǌe taqke neke du�i), ta taqka vixe ne mo�e biti korix�ena
kao krajǌa taqka nijedne naredne du�i (s izuzetkom uslova da je polazna
taqka slede�e du�i uvek zavrxna taqka prethodne), ali jeste dozvoǉeno
da takva taqka bude unutraxǌa taqka narednih du�i. Koliko postoji
razliqitih xifara na telefonu (do na rotaciju i/ili simetriju) koje
ispuǌavaju slede�a tri uslova:
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1◦ svih 9 taqaka moraju le�ati na iscrtanoj putaǌi;

2◦ trag koji putaǌa ostavi je osnosimetriqan (pod tragom podrazu-
mevamo uniju du�i kao geometrijskih objekata, dakle bez informa-
cija o ǌihovom redosledu, smeru kretaǌa i eventualnom preklapaǌu
nekih delova razliqitih du�i);

3◦ na tragu putaǌe postoje taqno dve taqke (od posmatranih 9) koje
su spojene samo s po jednom drugom taqkom?

Rexeǌe. Postoji jedinstvena takva xifra:

8→ 2→ 3→ 6→ 4→ 1→ 7→ 9.

ǋen trag je prikazan na slici.

Numeriximo taqke brojevima od 1 do 9 sleva nadesno i odozgo
nadole. Posmatrajmo one dve du�i koje spajaju taqke koje imaju jedin-
stvenog suseda (iz uslova 3◦) s ǌihovim susedima. Te dve du�i oqi-
gledno moraju biti osnosimetriqne, i ne smeju imati zajedniqku taqku
(jer u suprotnom putaǌa ne bi mogla da obuhvata svih 9 taqaka).
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Dakle, postoje svega tri suxtinski razliqite mogu�nosti za te dve
du�i: 1-4 i 8-9 (uz osu simetrije 3-5-7), 1-4 i 3-6 (uz osu simetrije
2-5-8) ili, posledǌe, 2-4 i 6-8 (uz osu simetrije 3-5-7). Razdvajamo
ova tri sluqaja.

• 1-4 i 8-9: Pretpostavimo prvo da dve taqke s jedinstvenim suse-
dom (xto su ovde ili 1 i 9, ili 4 i 8) predstavǉaju upravo
poqetak i kraj putaǌe. Ako putaǌa kre�e npr. od taqke 1, ta-
da ona najpre ide do taqke 4 (a posledǌi deo putaǌe je pomeraj
od 8 do 9); sada, ukoliko je naredna du� neka od 4-3, 4-5 ili
4-7, tada, zbog simetriqnosti, na tragu putaǌe mora postojati
i du� 3-8, 5-8 odnosno 7-8. U prvom i tre�em sluqaju ona onda
mora biti upravo naredna du� (jer se ne mo�emo posle vratiti
u taqku 3, odnosno 7), i potom se putaǌa mora zavrxiti pome-
rajem od 8 do 9, kontradikcija (jer nisu sve taqke pokrivene).
U drugom sluqaju postoji jox i mogu�nost da posle 4-5 nastavi-
mo sa du�i 5-6, a da u nekom kasnijem koraku od 2 do�emo do 8
(i potom do 9); primetimo, me�utim, da to mo�emo izvesti na
slede�ih pet naqina: 6 → 2, 6 → 3 → 2, 6 → 7 → 2, 6 → 3 → 7 → 2
i 6 → 7 → 3 → 2, a u svakom od ǌih ili putaǌa ne prolazi kroz
svih 9 taqaka, ili trag nije osnosimetriqan. Ujedno, ovim smo
razmotrili i mogu�nost da naredna du� bude 4-6. Dakle, nared-
na du� mora biti 4-2. Tada, ukoliko od taqke 2 daǉe idemo do
taqke 6, potom moramo odatle oti�i do 8 pa zavrxiti u 9, kon-
tradikcija, a ukoliko od taqke 2 idemo do 3, 5 ili 7, tada opet
dobijamo kontradikciju istim argumentom kao malopre.

Ukoliko putaǌa kre�e od taqke 4, vrlo sliqnim rezonom dobi-
jamo kontradikciju.
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Konaqno, preostaje mogu�nost da poqetna taqka putaǌe nije taq-
ka s jedinstvenim susedom, tj. da na putaǌi postoji deo, bez uma-
ǌeǌa opxtosti, 4 → 1 → 7 (gde taqka 1 ima jedinstvenog suseda
na tragu putaǌe). Tada, zbog simetriqnosti, na putaǌi mora po-
stojati i du� 7-9, pa je posledǌi deo upravo pomeraj od 7 do 9.
Prema tome, putaǌa ne mo�e poqeti od taqke 4, pa taqka 4 ima jox
jednog suseda osim 1 i 7. Me�utim tada i taqka 8 ima jox jednog
suseda (osim 7 i 9, za koje znamo da su joj susedi zbog posledǌeg
poteza), pa sledi da putaǌa mora poqeti bax iz taqke 8. Ako je
prvi korak 8 → 3, odmah dobijamo kontradikciju zbog simetrije
(putaǌa bi morala biti 8→ 3→ 4→ 1→ 7→ 9, xto ne obuhvata
sve taqke). Ako je prvi korak 8 → 6, tada na putaǌi mora po-
stojati i du� 2-4, pa ukoliko iz taqke 6 odmah odemo u taqku 2,
putaǌa mora biti 8→ 6→ 2→ 4→ 1→ 7→ 9, te ne�e obuhvatiti
taqke 3 i 5, a ukoliko iz taqke 6 odemo u taqku 3, odnosno 5, tada
slede�i pomeraj svakako mora biti do taqke 2 (jer i du� 3-2,
odnosno 5-2, mora biti na tragu putaǌe, a ona onda mora biti
upravo naredna du�), pa se putaǌa opet zavrxava kao malopre i
ne obuhvata taqku 5, odnosno 3; kontradikcija u svakom sluqaju.
Konaqno, ako je prvi korak 8→ 5 (u xta ubrajamo i 8→ 2), tada
na tragu putaǌe mora postojati i du� 5-4, ali ona u ovom sluqa-
ju ne mora biti naredna du�, budu�i da je ǌu mogu�e nacrtati
i kasnije kao deo du�i 6-4. Lako vidimo da se ovo zaista mo�e
posti�i na slede�i naqin: 8→ 2→ 3→ 6→ 4→ 1→ 7→ 9.

• 1-4 i 3-6: Na isti naqin kao malopre dobijamo kontradikciju s
pretpostavkom da dve taqke s jedinstvenim susedom predstavǉaju
upravo poqetak i kraj putaǌe. Preostaje sluqaj da na putaǌi
postoji deo 6 → 3 → 9. Kao malopre dobijamo da putaǌa tada
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mora polaziti iz taqke 4, a za slede�u taqku izbor su jedino 2, 5
ili 8, koje sve pripadaju osi simetrije, pa se u svim sluqajevima
odmah dobija kontradikcija na ve� vi�en naqin.

• 2-4 i 6-8: Na isti naqin kao malopre dobijamo kontradikciju s
pretpostavkom da dve taqke s jedinstvenim susedom predstavǉaju
upravo poqetak i kraj putaǌe. U ovom sluqaju, za razliku od
prethodna dva, alternativna mogu�nost i ne postoji, pa ovom
kontradikcijom zavrxavamo dokaz.
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Glava 4
Funkcionalne jednaqine

4.1 Na�i sve funkcije f : N→ N takve da za sve n ∈ N va�i

f(f(n)) < f(n+ 1).

Rexeǌe. Doka�imo prvo da je f(1) jedinstveni minimum posmatrane
funkcije. Pretpostavimo suprotno: neka je minimum funkcije (ne nu-
�no jedinstven) f(a) za a > 1. Tada, ubacivaǌem n 7→ a−1 u nejednakost
iz postavke dobijamo:

f(f(a− 1)) < f(a),

kontradikcija s qiǌenicom da je f(a) minimum. Time smo pokazali da
je f(1) jedinstveni minimum.
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4. FUNKCIONALNE JEDNAQINE

Doka�imo sada totalnom indukcijom po n slede�e tvr�eǌe: za sva-
ki prirodan broj n, vrednost f(n) je jedinstvena minimalna vrednost
u skupu {f(n), f(n + 1), f(n + 2) . . . }. Maloqas je pokazana upravo baza
indukcije (za n = 1). Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za sve bro-
jeve ne ve�e od fiksiranog broja n, i doka�imo ga za n + 1. Dakle,
dokazujemo da je f(n + 1) jedinstvena minimalna vrednost u skupu
{f(n+ 1), f(n+ 2), f(n+ 3) . . . }. Pretpostavimo suprotno: neka je mini-
mum posmatranog skupa f(a) za a > n + 1. Tada, ubacivaǌem n 7→ a − 1
u nejednakost iz postavke dobijamo:

f(f(a− 1)) < f(a).

Primetimo: ukoliko bi va�ilo f(a − 1) > n + 1, tada bi gorǌa ne-
jednakost davala kontradikciju (zaista, tada bi izraz na levoj stra-
ni bio u posmatranom skupu, pa ne bi mogao biti strogo maǌi od
f(a), xto je pretpostavǉeni minimum posmatranog skupa). Doka�imo
zato f(a − 1) > n + 1. Primetimo, va�i f(a − 1) > f(n): ovo imamo
po induktivnoj hipotezi za n, budu�i da va�i a − 1 > n a f(n) je
jedinstveni minimum skupa {f(n), f(n + 1), f(n + 2) . . . }. Daǉe, po in-
duktivnoj hipotezi za n− 1 imamo f(n) > f(n− 1) (jer je f(n− 1) jedin-
stveni minimum skupa {f(n− 1), f(n), f(n+ 1) . . . }). Analogno dobijamo
f(n− 1) > f(n− 2), zatim f(n− 2) > f(n− 3) itd. Sve zajedno:

f(a− 1) > f(n) > f(n− 1) > f(n− 2) > f(n− 3) > · · · > f(1) > 1.

Prema tome, postoji bar n razliqitih prirodnih brojeva koji su stro-
go maǌi od f(a − 1). Odatle sledi f(a − 1) > n + 1, xto smo i hteli
dokazati, i xto vodi do kontradikcije na ve� opisan naqin. Time je
indukcija zavrxena.
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Primetimo, iz tvr�eǌa koje smo pokazali indukcijom direktno sle-
di da je f strogo rastu�a funkcija. Na osnovu toga se nejednakost iz
postavke svodi na f(n) < n+ 1 za sve prirodne brojeve n. Me�utim, iz

f(n) > f(n− 1) > f(n− 2) > · · · > f(1) > 1

sledi f(n) > n za sve prirodne brojeve n. Prema tome, jedina mogu�-
nost je f(n) = n za sve prirodne brojeve n, a direktno se uoqava da
ova funkcija zaista ispuǌava nejednakost iz postavke.

4.2 Na�i sve parove funkcija f, g : N→ N takve da za sve n ∈ N
va�i

fg(n)+1(n) + gf(n)(n) = f(n+ 1)− g(n+ 1) + 1.

Napomena: fk(n) = f(f(· · · f︸ ︷︷ ︸
k puta

(n) · · · )).

Rexeǌe. Iz jednakosti date u postavci sledi:

fg(n)+1(n) < fg(n)+1(n) + gf(n)(n) = f(n+ 1)− g(n+ 1) + 1 6 f(n+ 1),

tj.
fg(n)+1(n) < f(n+ 1).

Doka�imo prvo da je f(1) jedinstveni minimum funkcije f . Pret-
postavimo suprotno: neka je minimum funkcije (ne nu�no jedinstven)
f(a) za a > 1. Tada, ubacivaǌem n 7→ a − 1 u gorǌu nejednakost dobi-
jamo:

fg(a−1)+1(a− 1) < f(a),
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4. FUNKCIONALNE JEDNAQINE

kontradikcija s qiǌenicom da je f(a) minimum (primetimo da se na
levoj strani zaista nalazi jedna od vrednosti koje uzima funkcija f ,
konkretno f(fg(a−1)(a − 1)). Time smo pokazali da je f(1) jedinstveni
minimum.

Doka�imo sada totalnom indukcijom po n slede�e tvr�eǌe: za sva-
ki prirodan broj n, vrednost f(n) je jedinstvena minimalna vrednost
u skupu {f(n), f(n + 1), f(n + 2) . . . }. Maloqas je pokazana upravo baza
indukcije (za n = 1). Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za sve bro-
jeve ne ve�e od fiksiranog broja n, i doka�imo ga za n + 1. Dakle,
dokazujemo da je f(n + 1) jedinstvena minimalna vrednost u skupu
{f(n + 1), f(n + 2), f(n + 3) . . . }. Pretpostavimo suprotno: neka je mi-
nimum posmatranog skupa f(a) za a > n + 1. Tada, ponovo ubacivaǌem
n 7→ a− 1 u raniju nejednakost dobijamo:

f(fg(a−1)(a− 1)) < f(a).

Primetimo: ukoliko bi va�ilo fg(a−1)(a − 1) > n + 1, tada bi gor-
ǌa nejednakost davala kontradikciju (zaista, tada bi izraz na levoj
strani bio u posmatranom skupu, pa ne bi mogao biti strogo maǌi od
f(a), xto je pretpostavǉeni minimum posmatranog skupa). Doka�imo
zato fg(a−1)(a − 1) > n + 1. Prvo �emo dokazati da za proizvoǉno x,
x > n, va�i f(x) > n + 1. Primetimo, va�i f(x) > f(n): ovo imamo
po induktivnoj hipotezi za n, budu�i da je f(n) jedinstveni minimum
skupa {f(n), f(n + 1), f(n + 2) . . . }. Daǉe, po induktivnoj hipotezi za
n− 1 imamo f(n) > f(n− 1) (jer je f(n− 1) jedinstveni minimum skupa
{f(n−1), f(n), f(n+1) . . . }). Analogno dobijamo f(n−1) > f(n−2), zatim
f(n− 2) > f(n− 3) itd. Sve zajedno:

f(x) > f(n) > f(n− 1) > f(n− 2) > f(n− 3) > · · · > f(1) > 1.
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Prema tome, postoji bar n razliqitih prirodnih brojeva koji su
strogo maǌi od f(x). Odatle sledi f(x) > n + 1, xto smo i hteli
dokazati. Me�utim, sada primenom istog postupka na broj f(x) umesto
broja x dobijamo f2(x) > n + 1, pa ponavǉaǌem procedure dobijamo
f3(x) > n + 1 itd. Ukoliko naqinimo g(x) takvih koraka, zakǉuqujemo
fg(x)(x) > n + 1 za sve x, x > n. Specijalno, uzimaju�i x = a − 1, do-
bijamo fg(a−1)(a− 1) > n+ 1, xto vodi do kontradikcije na ve� opisan
naqin. Time je indukcija zavrxena.

Primetimo, iz tvr�eǌa koje smo pokazali indukcijom direktno sle-
di da je f strogo rastu�a funkcija. Na osnovu toga se nejednakost s
poqetka svodi na fg(n)(n) < n + 1 za sve prirodne brojeve n. Daǉe,
primetimo da, za bilo koji broj y, iz

f(y) > f(y − 1) > f(y − 2) > · · · > f(1) > 1

sledi f(y) > y. Odatle imamo:

n+ 1 > fg(n)(n) > fg(n)−1(n) > fg(n)−2(n) > · · · > f(n) > n

za sve prirodne brojeve n. Prema tome, jedina mogu�nost je f(n) = n
za sve prirodne brojeve n.

Preostaje jox odrediti funkciju g. Jednaqina iz postavke se svodi
na:

n+ gn(n) = n+ 1− g(n+ 1) + 1,

tj.
gn(n) + g(n+ 1) = 2.

Dakle, za sve prirodne brojeve n va�i gn(n) = g(n + 1) = 1. Druga
jednakost iz lanca daje g(2) = 1, g(3) = 1, g(4) = 1 itd. Osim toga,
ubacuju�i n = 1 dobijamo g(1) = g(2) = 1.
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4. FUNKCIONALNE JEDNAQINE

Prema svemu reqenom, jedini mogu� par funkcija koje ispuǌavaju
jednakost iz postavke jeste f(n) = n i g(n) = 1 za sve prirodne brojeve
n. Direktno se uoqava da ovaj par zaista jeste rexeǌe postavǉene
funkcionalne jednaqine.
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Glava 5
Nestandardne primene
generativnih funkcija

5.1 Za multiskup A, A = {a1, a2, . . . , an}, qiji su elementi
prirodni brojevi, definiximo

A∗ = {ai + aj : 1 6 i < j 6 n}.

Ako za dva razliqita n-elementna multiskupa A i B va�i A∗ = B∗,
dokazati da je n stepen broja 2.

Rexeǌe. Oznaqimo A = {a1, a2, . . . , an}, B = {b1, b2, . . . , bn}. Definixi-
mo slede�a dva polinoma: P (x) =

∑n
i=1 x

ai , Q(x) =
∑n
i=1 x

bi . Mo�emo
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izvesti slede�i raqun:

P (x)2 −Q(x)2 =

n∑
i=1

x2ai +
��

���
���2

∑
16i<j6n

xai+aj −

 n∑
i=1

x2bi +
��

���
���2

∑
16i<j6n

xbi+bj


=

n∑
i=1

x2ai −
n∑
i=1

x2bi = P (x2)−Q(x2)

(potiraǌe u prvom redu imamo na osnovu jednakosti A∗ = B∗). Da-
ǉe, izraz na levoj strani mo�emo rastaviti na qinioce kao (P (x) −
Q(x))(P (x) +Q(x)), pa iz toga svega dobijamo jednakost

P (x) +Q(x) =
P (x2)−Q(x2)

P (x)−Q(x)
.

Oznaqimo S(x) = P (x)−Q(x). Primetimo, S(1) = P (1)−Q(1) = n−n =
0, tj. vrednost 1 je nula polinoma S; neka je k vixestrukost te nule,
tj. mo�emo zapisati S(x) = (x−1)kS1(x) pri qemu va�i S1(1) 6= 0. Sada
imamo:

P (x) +Q(x) =
S(x2)

S(x)
=

(x2 − 1)kS1(x2)

(x− 1)kS1(x)
=
���

�
(x− 1)k(x+ 1)kS1(x2)

���
�

(x− 1)kS1(x)
.

Uvrxtavaju�i x = 1 u posledǌu jednakost dobijamo

P (1) +Q(1) =
2kS1(1)

S1(1)
= 2k.

Me�utim, iz definicije polinoma P i Q vidimo da va�i P (1) = Q(1) =
n, pa se prethodna jednakost svodi na 2n = 2k, tj. n = 2k−1, xto je i
trebalo dokazati.
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5.2 Dat je konaqan skup prirodnih brojeva S0. Definiximo niz
skupova S1, S2, S3 . . . na slede�i naqin:

a ∈ Sn ako i samo ako taqno jedan od brojeva a, a− 1 pripada skupu Sn−1.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva N takvih da
va�i

SN = S0 ∪ {a+N : a ∈ S0}.

Primer. Uzmimo S0 = {1, 2, 5}. Tada imamo S1 = {1, 3, 5, 6} (objaxǌeǌe:
1 ∈ S1 jer 0 /∈ S0 i 1 ∈ S0; 2 /∈ S1 jer istovremeno 1 ∈ S0 i 2 ∈ S0; 3 ∈ S1

jer 2 ∈ S0 i 3 /∈ S0 itd.). Jox nekoliko narednih skupova su:

S2 = {1, 2, 3, 4, 5, 7}; S3 = {1, 6, 7, 8}; S4 = {1, 2, 6, 9};
S5 = {1, 3, 6, 7, 9, 10}; S6 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11};
S7 = {1, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12}; S8 = {1, 2, 5, 9, 10, 13}.

Prime�ujemo da za S8 va�i

S8 = {1, 2, 5} ∪ {9, 10, 13} = S0 ∪ {a+ 8 : a ∈ S0},

pa je jedna od tra�enih vrednosti N = 8 (mo�emo videti i da isto
va�i za N = 2, a potrebno je na�i beskonaqno mnogo takvih).

Rexeǌe. Definiximo polinome:

Pi(x) =
∑
a∈Si

xa.
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5. NESTANDARDNE PRIMENE GENERATIVNIH FUNKCIJA

Tada za n > 1 va�i:

Pn(x) ≡ (1 + x)Pn−1(x) (mod 2). (5.1)

Objasnimo ovo. Primetimo, ukoliko a ∈ Sn−1, tada �e se monom xa

pojavǉivati u polinomu Pn−1(x), pa �e xa biti me�u sabircima na
desnoj strani gorǌeg izraza; sliqno, ukoliko a − 1 ∈ Sn−1, tada �e
se monom xa−1 pojavǉivati u polinomu Pn−1(x), a tada �e, posle mno-
�eǌa sa 1 + x, opet xa biti me�u sabircima na desnoj strani (zbog
xa = x · xa−1). Dakle, ako je ispuǌeno oboje a ∈ Sn−1 i a − 1 ∈ Sn−1,
tada na desnoj strani imamo 2xa, ukoliko je ispuǌeno taqno jedno od
toga dvoga, tada na desnoj strani imamo samo jednom xa, a ukoliko
nije ispuǌeno nijedno, tada na desnoj strani nema monoma xa. Svo�e-
ǌem po modulu 2, ,,nesta�e“ svi monomi sa koeficijentom 2, odakle
zakǉuqujemo da �e monom xa ostati na desnoj strani po modulu 2 ako
i samo ako taqno jedan od brojeva a, a − 1 pripada skupu Sn−1, a to
znaqi upravo da dobijamo polinom Pn(x).

Iz (5.1) lako dobijamo

Pn(x) ≡ (1 + x)Pn−1(x) ≡ (1 + x)2Pn−2(x) ≡ · · · ≡ (1 + x)nP0(x) (mod 2).
(5.2)

Da bismo dokazali tvr�eǌe zadatka, dovoǉno je da na�emo beskona-
qno mnogo vrednosti N za koje va�i

PN (x) = (1 + xN )P0(x) i N > maxS0

(objaxǌeǌe je sliqno objaxǌeǌu za (5.1); za razjaxǌeǌe neophodno-
sti uslova N > maxS0, pogledati primer naveden pre ovog dokaza, pa
ustanoviti zaxto za N = 4 �eǉena kongruencija jeste ispuǌena, ali
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i pored toga vrednost N = 4 ne ispuǌava uslove iz postavke zadatka).
Koriste�i (5.2), ovo se svodi na

(1 + x)NP0(x) ≡ (1 + xN )P0(x) (mod 2)

(nema potrebe voditi raquna o uslovu N > maxS0, budu�i da, uko-
liko prona�emo beskonaqno mnogo takvih vrednosti N , jasno je da �e
beskonaqno mnogo me�u ǌima biti ve�e od maxS0), a odatle konaqno
dobijamo da tra�imo vrednosti N za koje va�i

(1 + x)N ≡ 1 + xN (mod 2).

Tvrdimo da ova relacija va�i za sve N oblika N = 2k (mogu�e i za
jox neke druge vrednosti, xto nije relevantno, budu�i da je ciǉ samo
prona�i beskonaqno mnogo takvih vrednosti, nije neophodno odrediti
sve takve). Dokaz sprovodimo indukcijom po k.

Za k = 0, tj. N = 1, sa obe strane kongruencije imamo isti izraz,
pa tvr�eǌe trivijalno va�i. Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za
fiksiranu vrednost k, i doka�imo da tada va�i i za k + 1. Imamo:

(1 + x)2k+1

= ((1 + x)2k

)2 ≡ (1 + x2k

)2 = 1 + 2x2k

+ x2k+1

≡ 1 + x2k+1

(mod 2)

(prva kongruencija va�i na osnovu induktivne hipoteze). Time je dokaz
zavrxen.

5.3 Konaqan niz celih brojeva a0, a1, a2 . . . nazivamo p-balan-
siranim akko je vrednost ak+ak+p+ak+2p+ · · · konstant-
na za k = 0, 1, 2 . . . . Dokazati: ukoliko je 50-qlani niz p-

balansiran za p = 3, 5, 7, 11, 13, 17, onda svi qlanovi tog niza moraju biti
jednaki 0.
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Rexeǌe. Definiximo polinom

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ a49x

49.

Neka je ξ tre�i koren jedinice razliqit od 1. Tada imamo:

P (ξ) = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3 + a4ξ + a5ξ

2 + a6 + · · ·
= (a0 + a3 + a6 + · · · )︸ ︷︷ ︸

c

+ξ (a1 + a4 + a7 + · · · )︸ ︷︷ ︸
c

+ξ2 (a2 + a5 + a6 + · · · )︸ ︷︷ ︸
c

= c(1 + ξ + ξ2) = c
���

�: 0
ξ3 − 1

ξ − 1
= 0

(koristili smo pretpostavku da je posmatrani niz 3-balansiran, na
osnovu qega smo konstatovali da sve zagrade imaju istu vrednost, koju
smo oznaqili sa c). Na isti naqin dobijamo P (ξ) = 0 kad god je ξ p-
ti koren jedinice razliqit od 1 za p = 5, 7, 11, 13, 17. Poxto za sve
ove vrednosti p postoji p − 1 takvih korena jedinice, i svi su oni
razliqiti me�usobno, na ovaj naqin smo pronaxli ukupno 2 + 4 + 6 +
10 + 12 + 16, tj. 50 razliqitih nula polinoma P . Me�utim, polinom P
je stepena ne ve�eg od 49, pa kako ima 50 razliqitih nula, sledi da je
P nula-polinom, tj. a0 = a1 = a2 = · · · = a49 = 0.

5.4 Dvodimenzionalni niz racionalnih brojeva f(n, i), gde su n
i i prirodni brojevi i i > n, definisan je rekurzivno na
slede�i naqin:

f(1, i) =
1

i
;

f(n+ 1, i) =
n+ 1

i

(
f(n, n) + f(n, n+ 1) + · · ·+ f(n, i− 1)

)
. (5.3)
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Ako je p prost broj, dokazati da za n > 1 imenilac razlomka f(n, p) (u
skra�enom obliku) nije deǉiv sa p.

Rexeǌe. Definiximo

fn(x) = f(n, n)xn + f(n, n+ 1)xn+1 + f(n, n+ 2)xn+2 + · · · .

Mno�e�i fn(x) sa 1+x+x2+· · · dobijamo stepeni red gde je koeficijent
uz xi−1 jednak f(n, i− 1) + f(n, i− 2) + · · ·+ f(n, n). Dodatno mno�e�i sa
n + 1 dobijamo stepeni red gde za koeficijent uz xi−1 prime�ujemo
da je upravo jednak izrazu sa desne strane (5.3), osim xto nema i u
imeniocu razlomka; drugim reqima, posmatrani koeficijent jednak je
if(n + 1, i). Primetimo stoga da je dobijeni stepeni red upravo prvi
izvod stepenog reda fn+1(x), tj.:

f ′n+1(x) = (n+ 1)fn(x)(1 + x+ x2 + · · · ). (5.4)

Posmatrajmo prvo sluqaj n = 1:

f ′2(x) = 2

(
x+

x2

2
+
x3

3
+ · · ·

)(
1 + x+ x2 + · · ·

)
.

Primetimo da je 1 + x + x2 + · · · zapravo prvi izvod stepenog reda
x + x2

2 + x3

3 + · · · , pa je desna strana gorǌe relacije zapravo izvod
slo�ene funkcije, i integracijom obe strane dobijamo

f2(x) =

(
x+

x2

2
+
x3

3
+ · · ·

)2

(iz definicije f2(x) vidimo da se na desnoj strani ne pojavǉuje slo-
bodan qlan, tj. integraciona konstanta je jednaka 0). Sada iz (5.4)
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indukcijom direktno sledi

fn(x) =

(
x+

x2

2
+
x3

3
+ · · ·

)n
.

Vrednost f(n, p) predstavǉa koeficijent uz xp u gorǌem izrazu. Prime-
timo da se taj koeficijent dobija kao zbir racionalnih brojeva obli-
ka a

b gde je a prirodan broj a b proizvod nekih n brojeva iz skupa
{1, 2, . . . , p − n + 1} (naime, iz svake od n zagrada biramo neko xi

i za
i > 1, pri qemu zbir svih odabranih eksponenata za x treba da iznosi
taqno p; sledi da za svako takvo i mora va�iti i 6 p − n + 1, budu�i
da bi u suprotnom ǌihov zbir bio ve�i od p). Dakle, imenilac ra-
zlomka dobijenog na kraju bi�e neki delilac broja ((p− n+ 1)!)n, xto
oqigledno nije deǉivo sa p.
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Glava 6
Nejednakosti

Teorema (Nejednakosti izme�u sredina). Za proizvoǉne pozitivne re-
alne brojeve a1, a2, . . . , an va�i:

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

6 n
√
a1a2 · · · an

6
a1 + a2 + · · ·+ an

n
6

√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n

n
.

Pritom se izme�u bilo koja dva od navedenih izraza dosti�e jednakost
ako i samo ako va�i a1 = a2 = · · · = an.

Gorǌa qetiri izraza nazivaju se, redom, harmonijska, geometrijska,
aritmetiqka i kvadratna sredina brojeva a1, a2, . . . , an.
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6. NEJEDNAKOSTI

Dajemo odmah jedan primer kojim se ilustruje kako se, na osnovu
ovih nejednakosti, mo�e vrlo brzo dobiti neka (na prvi pogled nepo-
vezana) nejednakost.

Primer. Za proizvoǉne pozitivne realne brojeve x1, x2, . . . , xn va�i:

x1

x2
+
x2

x3
+ · · ·+ xn−1

xn
+
xn
x1

> n.

Zaista, primenom nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske
sredine (gde obe strane pomno�imo sa n) dobijamo:

x1

x2
+
x2

x3
+ · · ·+ xn−1

xn
+
xn
x1

> n n

√
��

���
���

��:1
x1

x2
· x2

x3
· · · xn−1

xn
· xn
x1

= n.

6.1 Neka su a, b i c nenegativni realni brojevi za koje va�i
a2 + b2 + c2 = 3. Dokazati:

a

b+ 2
+

b

c+ 2
+

c

a+ 2
6 1, (6.1)

i odrediti kada se dosti�e jednakost.

Rexeǌe. Mno�e�i obe strane sa (a + 2)(b + 2)(c + 2), nejednakost koju
treba dokazati se svodi na:

a(a+ 2)(c+ 2) + b(a+ 2)(b+ 2) + c(b+ 2)(c+ 2) 6 (a+ 2)(b+ 2)(c+ 2).

Posle razvijaǌa leve i desne strane i potiraǌa izraza koji se ja-
vǉaju na obe strane, preostaje dokazati:

a2c+ ab2 + c2b+ 2a2 + 2b2 + 2c2 6 abc+ 8.
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6. NEJEDNAKOSTI

Korix�eǌem uslova a2 + b2 + c2 = 3, tj. 2a2 + 2b2 + 2c2 = 6, dobijena
nejednakost se daǉe svodi na

a2c+ ab2 + c2b 6 abc+ 2. (6.2)

Primetimo da cikliqna zamena promenǉivih (tj. a 7→ b, b 7→ c,
c 7→ a) ostavǉa polaznu jednakost (6.1) nepromeǌenom. Dakle, mo�emo,
bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostaviti da je b ,,sredǌa“ promenǉiva
po veliqini, tj. va�i nexto od a 6 b 6 c ili a > b > c (budu�i da,
ako to nije ispuǌeno, ovakvim cikliqnim izmenama mo�emo �eǉenu
nejednakost svesti na taj sluqaj). U tom sluqaju va�i

a(b− a)(b− c) 6 0. (6.3)

Razvijaǌem leve strane dobijamo ab2−a2b−abc+a2c 6 0, tj. ab2 +a2c 6
a2b+ abc. Dodavaǌem izraza c2b na obe strane, dobijamo

ab2 + a2c+ c2b 6 a2b+ abc+ c2b.

Budu�i da va�i ova nejednakost, prime�ujemo da, da bismo dokazali
(6.2), dovoǉno je dokazati jox a2b+ abc+ c2b 6 abc+ 2. Ovo se svodi na
b(a2 + c2) 6 2, tj. (koriste�i opet uslov a2 + b2 + c2 = 3) ostaje pokazati

b(3− b2) 6 2. (6.4)

Jednostavno se ispituje kada funkcija s leve strane dosti�e maksi-
mum: ǌen prvi izvod je 3− 3b2, i on ima nulu u taqki b = 1 (i tako�e
b = −1, xto nije relevantno zbog uslova da su a, b, c nenegativni) i tu
meǌa znak iz pozitivnog u negativan, xto znaqi da se u taqki b = 1
dosti�e maksimum funkcije b(3−b2), i taj maksimum iznosi 2; to upra-
vo daje (6.4), xto je i trebalo dokazati.
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6. NEJEDNAKOSTI

Preostaje jox odgovoriti na pitaǌe kada se u nejednakosti (6.1)
dosti�e jednakost. Da bi se dostigla jednakost, neophodno je da se u
obe nejednakosti (6.3) i (6.4) dostigne jednakost. Ve� smo videli da
se u (6.4) jednakost dosti�e samo za b = 1. Da bi se u (6.3) dostigla
jednakost, mora va�iti nexto od a = 0, b = a ili b = c. U posledǌa dva
sluqaja, iz a = b = 1, odnosno c = b = 1, dobijamo a = b = c = 1 (preko
a2 + b2 + c2 = 3). U sluqaju a = 0, ponovo preko a2 + b2 + c2 = 3 nalazimo
c =
√

2. Konaqno, treba uzeti u obzir i to da smo pretpostavili da je b
,,sredǌa“ promenǉiva po veliqini, pa ukoliko eliminixemo ovu pret-
postavku, na prona�ene sluqajeve jednakosti treba dodati i one koji
se dobijaju cikliqnom zamenom promenǉivih. Sve zajedno, jednakost
se dosti�e za:

(a, b, c) ∈
{

(1, 1, 1), (0, 1,
√

2), (1,
√

2, 0), (
√

2, 0, 1)
}
.

Time je zadatak rexen.

6.2 Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje va�i
a+ b+ c = 3. Dokazati:

a

b2 + 1
+

b

c2 + 1
+

c

a2 + 1
>

3

2
. (6.5)

Rexeǌe. Pokuxajmo da na imenioce primenimo nejednakost izme�u ari-
tmetiqke i geometrijske sredine: b2 + 1 > 2

√
b2 · 1 = 2b itd. Time dobi-

jamo
a

b2 + 1
+

b

c2 + 1
+

c

a2 + 1
6

a

2b
+

b

2c
+

c

2a
;

me�utim, budu�i da ova nejednakost ograniqava izraz s leve strane
odozgo, a postavǉena nejednakost (6.5) tra�i doǌe ograniqeǌe za taj
izraz, ovaj pristup ne mo�e dovesti do rexeǌa.
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6. NEJEDNAKOSTI

Sada �emo videti kako se ova ideja da iskoristimo prime�enu ne-
jednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine na imeniocima
ipak mo�e adaptirati na naqin da dobijemo nejednakost u ,,pravom“
smeru i tako reximo zadatak. Zapiximo:

a

b2 + 1
=

a

b2 + 1
− a+ a =

a− ab2 − a
b2 + 1

+ a = a− ab2

b2 + 1
;

(sliqno)
b

c2 + 1
= b− bc2

c2 + 1
;

(sliqno)
c

a2 + 1
= c− ca2

a2 + 1
.

Dakle, nejednakost (6.5) ekvivalentna je sa

a− ab2

b2 + 1
+ b− bc2

c2 + 1
+ c− ca2

a2 + 1
>

3

2
,

pa koriste�i a+ b+ c = 3, gorǌa nejednakost se svodi na

ab2

b2 + 1
+

bc2

c2 + 1
+

ca2

a2 + 1
6

3

2
.

Primetimo, u ovoj nejednakosti na levoj strani se pojavǉuju ra-
zlomci s istim imeniocima kao i u polaznoj nejednakosti, ali sad
treba pokazati gorǌe ograniqeǌe tog izraza, xto je upravo ono xto
se mo�e dobiti primenom ideje s poqetka. Dakle, na osnovu te ideje
imamo:

ab2

b2 + 1
+

bc2

c2 + 1
+

ca2

a2 + 1
6
ab�2

2�b
+
bc�2

2�c
+
ca�2

2�a
,
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6. NEJEDNAKOSTI

pa treba jox dokazati ab
2 + bc

2 + ca
2 6 3

2 , tj. ab + bc + ca 6 3. Imamo

3 = 9
3 = (a+b+c)2

3 , pa je prethodna nejednakost ekvivalentna sa

3(ab+ bc+ ca) 6 (a+ b+ c)2.

Posle razvijaǌa desne strane i potiraǌa izraza koji se pojavǉuju na
obe strane, vidimo da preostaje dokazati jox a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.
Mno�e�i ovo sa 2 i prebacivaǌem svega na levu stranu preostaje
dokazati 2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab − 2bc − 2ca > 0. Me�utim, leva strana
se mo�e zapisati u obliku (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2, a ovaj izraz je
oqigledno nenegativan, qime je zadatak rexen.

6.3 Dokazati da za sve realne brojeve a, b i c va�i:

(a2 + b2 + c2)2 > 3(a3b+ b3c+ c3a).

Rexeǌe. Pravolinijski se proverava identitet:

2(a2 + b2 + c2)2 − 6(a3b+ b3c+ c3a) =
∑

po cikliqnim
permutacijama

(a, b, c)

(a2 − 2ab+ bc− c2 + ca)2

(napomenimo, ∑
po cikliqnim
permutacijama

(a, b, c)

f(a, b, c) = f(a, b, c) + f(b, c, a) + f(c, a, b),

u sluqaju da nije jasna oznaka), a kako je desna strana oqigledno ne-
negativna (jer je suma nekih kvadrata), time je zadatak rexen.
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Glava 7
Iracionalnost

7.1 Neka su a, b i c razliqiti prirodni brojevi takvi da bro-
jevi ab, ac i bc nisu svi potpuni kvadrati. Dokazati da je
broj

√
a+
√
b+
√
c iracionalan.

Prvo rexeǌe. Pretpostavimo da je broj
√
a+
√
b+
√
c racionalan. Tada

je i broj (
√
a+
√
b+
√
c)2, tj. a+ b+ c+ 2(

√
ab+

√
ac+

√
bc) racionalan,

pa je i broj
√
ab +

√
ac +

√
bc racionalan. Sledi da je i broj (

√
ab +√

ac+
√
bc)2, tj. ab+ ac+ bc+ 2(a

√
bc+ b

√
ac+ c

√
ab) racionalan, pa je i

broj a
√
bc+ b

√
ac+ c

√
ab racionalan. Iz ove i prethodne konstatacije

dobijamo da je i broj a
√
bc+ b

√
ac+ c

√
ab− a(

√
ab+

√
ac+

√
bc), tj. (b−

a)
√
ac+ (c−a)

√
ab racionalan, pa je i broj ((b−a)

√
ac+ (c−a)

√
ab)2, tj.

(b− a)2ac+ (c− a)2ab+ 2(b− a)(c− a)a
√
bc racionalan. Odatle sledi da

je broj
√
bc racionalan, tj. da je bc potpun kvadrat. Na analogan naqin
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7. IRACIONALNOST

dobijamo da su i brojevi ab i ac potpuni kvadrati, kontradikcija.

Drugo rexeǌe. Kao u prvom rexeǌu, ako pretpostavimo da je broj
√
a+√

b+
√
c racionalan, dobijamo da je i broj

√
ab+
√
ac+
√
bc racionalan,

te je i broj (
√
ab+

√
ac+

√
bc)2 racionalan. ǋega �emo sada zapisati

kao ab + ac + bc + 2
√
abc(
√
a +
√
b +
√
c). Za sve sabirke i qinioce sem√

abc imamo da su racionalni, pa sledi da je i broj
√
abc racionalan.

Posmatrajmo sada polinom:

P (x) = (x−
√
a)(x−

√
b)(x−

√
c) = x3 + px2 + qx+ r.

Budu�i da su ǌegove nule
√
a,
√
b i
√
c, prema Vijetovim formulama i

ranijim konstatacijama imamo i da su svi koeficijenti ovog polinoma
(tj. p, q i r) racionalni. Me�utim, sada iz 0 = P (

√
a) =

√
a(a+q)+ap+r,

budu�i da imamo a, q > 0 i time a + q 6= 0, sledi da je i broj
√
a

racionalan, tj. da je a potpun kvadrat. Analogno su i b i c potpuni
kvadrati, ali tada sledi da su ab, ac i bc svi potpuni kvadrati, kon-
tradikcija. Time je zadatak rexen.

Tre�e rexeǌe. Pretpostavimo suprotno: neka je
√
a +
√
b +
√
c raci-

onalan broj q. Kvadriraǌem jednakosti
√
a +
√
b = q −

√
c dobijamo

a+b+2
√
ab = q2+c−2q

√
c, odakle sledi da je broj

√
ab+q

√
c racionalan

(jer je jednak q2 + c − a − b, xto je racionalno); oznaqimo ga sa r.
Sada kvadriraǌem jednakosti

√
ab = r − q

√
c dobijamo ab = r2 + q2c −

2rq
√
c, odakle sledi da je i

√
c racionalan broj, tj. c je potpun kvadrat.

Analogno su i a i b potpuni kvadrati, pa imamo kontradikciju kao u
prethodnom rexeǌu.

Napomena. Primetimo, u drugom i tre�em rexeǌu dobili smo i jaqi
zakǉuqak: za tvr�eǌe iz formulacije dovoǉno je pretpostaviti da a,
b i c nisu svi potpuni kvadrati (xto je bla�a pretpostavka).
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7. IRACIONALNOST

7.2 Da li je vrednost izraza

3

√
6 +

11

3

√
7

3
+

3

√
6− 11

3

√
7

3

racionalan broj?

Rexeǌe. Primetimo odmah da je posmatrani broj realan. Obele�imo

x =
3

√
6 +

11

3

√
7

3
, y =

3

√
6− 11

3

√
7

3
i A = x+ y.

Tada imamo

xy =
3

√
36− 121

9
· 7

3
=

3

√
972− 847

27
=

3

√
125

27
=

5

3

i
x3 + y3 = 12.

Iz identiteta

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 = x3 + y3 + 3xy(x+ y)

dobijamo A3 = 12 + 5A, tj.

A3 − 5A− 12 = 0.

Levu stranu mo�emo rastaviti na qinioce, qime dobijamo (A−3)(A2 +
3A+4) = 0. Jedna mogu�nost je A = 3. Kako jednaqina A2+3A+4 = 0 ima
negativnu diskriminantu (32−4·4 = −7 < 0), ona nema realnih rexeǌa,
a poxto znamo da je A realan broj, zapravo je jedina mogu�nost A = 3.
Dakle, A je racionalan broj.

51



7. IRACIONALNOST

7.3 Pokazati da u decimalnom zapisu broja 3
√

3 postoji cifra
razliqita od 2 izme�u cifara na pozicijama 1 000 000 i
3 141 592 iza decimalnog zareza.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, da su sve cifre u decimalnom za-
pisu broja 3

√
3 izme�u cifara na pozicijama 1 000 000 i 3 141 592 iza

decimalnog zareza jednake 2. Oznaqimo s = b101 000 000 3
√

3c. Iz pret-
postavke sledi | 3

√
3− (s+ 2

9 )10−1 000 000| < 10−3 141 591, xto se svodi na∣∣∣ 3
√

3 · (9 · 101 000 000)3 − (9s+ 2)
∣∣∣ < 9 · 10−2 141 591 < 10−2 141 590. (7.1)

S druge strane, va�i slede�a procena:∣∣∣ 3
√

3 · (9 · 101 000 000)3 − (9s+ 2)
∣∣∣

=
|3 · (9 · 101 000 000)3 − (9s+ 2)3|(

3
√

3 · (9 · 101 000 000)3
)2

+ 3
√

3 · (9 · 101 000 000)3(9s+ 2) + (9s+ 2)2

>
1

3 · (101 000 002)2
> 10−2 000 005.

(7.2)

Objasnimo, u gorǌem raqunu nejednakost za brojilac imamo na osnovu
qiǌenice da su umaǌenik i umaǌilac oqito razliqiti, budu�i da
je jedan deǉiv sa 3 a drugi nije; nejednakost za imenilac imamo na
osnovu nejednakosti

3
√

3 · (9 · 101 000 000)3 =
3
√

3 · 9 · 101 000 000 < 101 000 002

i
9s+ 2 < 10s < 10 · 101 000 000 3

√
3 < 101 000 002.

Iz (7.1) i (7.2) dobijamo kontradikciju.
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7. IRACIONALNOST

7.4 Dokazati da je, za sve n > 3, mogu�e odabrati n taqa-
ka u ravni takvih da je rastojaǌe izme�u svakog para tih
taqaka iracionalan broj a da su svake tri taqke temena

(nedegenerisanog) trougla racionalne povrxine.

Rexeǌe. Najpre odaberimo n taqaka u opxtem polo�aju qije su obe ko-
ordinate celobrojne. Svi trouglovi koje one obrazuju imaju racional-
nu povrxinu (ovo se mo�e ustanoviti npr. prime�uju�i da se povrxi-
na svakog takvog trougla mo�e izraziti kao razlika povrxina odre-
�enog pravougaonika s celobrojnim stranicama i odre�enih pravou-
glih trouglova s celobrojnim katetama, ili jox lakxe, kao specijalan
sluqaj Pikove teoreme), dok su sva rastojaǌa izme�u ǌih oblika

√
ni,

ni ∈ N. Odaberimo sada prost broj p takav da nijedno ni nije deǉivo sa
p, i skalirajmo ravan za faktor

√
p. Povrxina svih posmatranih trou-

glova na taj naqin mno�i se sa (
√
p)2, tj. sa p, pa ostaje racionalna.

Sva posmatrana rastojaǌa postaju oblika
√
nip, pa kako p - ni, dakle

nip ne mo�e biti potpun kvadrat. Ovim je dokaz zavrxen.
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Glava 8
Nestandardni problemi sa
Fibonaqijevim brojevima

U narednim problemima koristi�emo niz Fibonaqijevih brojeva,
definisan rekurentno na slede�i naqin:

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 za n > 2.

ǋegovi poqetni qlanovi su: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 . . . Pozna-
to je da se mo�e dati i eksplicitna formula za Fibonaqijeve brojeve:

Fn =
ϕn − ψn√

5
,
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8. FIBONAQIJEVI BROJEVI

za ϕ = 1+
√

5
2 (tzv. zlatni presek ; pribli�na vrednost je 1.61803 . . . ) i

ψ = 1− ϕ = − 1
ϕ (pribli�no −0.61803 . . . ).

Bi�e nam potrebno i slede�e tvr�eǌe o Fibonaqijevim brojevima
(poznato iz kombinatorike, a mo�e se i lako pokazati indukcijom za
ve�bu).

Tvr�eǌe. Za proizvoǉan prirodan broj l va�e slede�e jednakosti:

a) F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2l+1 = F2l+2;

b) F2 + F4 + F6 + · · ·+ F2l = F2l+1 − 1.

8.1 Za zadat prirodan broj k, neka je nk najmaǌi prirodan broj
takav da postoji konaqan skup A celih brojeva sa slede�im
osobinama:

• za svako a ∈ A postoje x, y ∈ A (ne obavezno razliqiti) takvi da
nk | a− x− y;

• ne postoji podskup B skupa A, 1 6 |B| 6 k, takav da nk |
∑
b∈B b.

Dokazati da za sve k, k > 3 va�i nk <
(

13
8

)k+2
.

Primer. Uzmimo k = 3. Pokaza�emo da za nk = 8 mo�emo konstruisati
tra�eni skup A (kako je u postavci nk definisano kao najmaǌa vred-
nost koja ispuǌava zadate uslove, ako poka�emo da vrednost nk = 8
ispuǌava te uslove, tada �e najmaǌa takva vrednost biti 8 ili jox
maǌe). Uze�emo A = {1, 4, 5, 6}. Tada imamo:

8 | 1− 4− 5; 8 | 4− 6− 6; 8 | 5− 1− 4; 8 | 6− 1− 5,
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8. FIBONAQIJEVI BROJEVI

pa skup A ispuǌava prvi uslov. ǋegovi neprazni podskupovi sa ne
vixe od tri elementa su:

{1}, {4}, {5}, {6}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {4, 5},
{4, 6}, {5, 6}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6}, {1, 5, 6}, {4, 5, 6},

i zbir elemenata nijednog od ǌih nije deǉiv sa 8, pa skup A ispuǌava
i drugi uslov.

Rexeǌe. Za zadat broj k, dokaza�emo da za nk = Fk+2 + 3 mo�emo kon-
struisati tra�eni skup A.

Pretpostavimo da je k paran broj. Posmatrajmo skup

A = {(−1)iFi : 2 6 i 6 k} ∪ {Fk + 1, Fk + 2}.

(Za neparno k dokaz teqe potpuno analogno, uz jedinu razliku xto dva
posledǌenavedena broja uzimamo s predznakom ,,−“.) Na primer, za
k = 6, ima�emo nk = F8 + 3 = 21 + 3 = 24 i A = {1,−2, 3,−5, 8, 9, 10}.

Proverimo da li skup A ispuǌava postavǉene uslove. Ispuǌenost
prvog uslova sledi iz relacija:

• (−1)iFi = (−1)i+1Fi+1 + (−1)i+2Fi+2 za sve i, 2 6 i 6 k − 2
(tj. nk | 0 = (−1)iFi − (−1)i+1Fi+1 − (−1)i+2Fi+2; ovo ,,pokriva“ sve
brojeve a ∈ A oblika a = (−1)iFi za 2 6 i 6 k − 2);

• Fk+2 = (Fk+1)+F2 (dakle, za a = Fk+2 imamo nk | a−(Fk+1)−F2);

• Fk + 1 = Fk + F2 (za a = Fk + 1, sliqno kao prethodno);

• Fk = (Fk + 2) + (−F3) (za a = Fk, sliqno kao prethodno);
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• nk = Fk+2+3 | (−Fk−1)−(Fk+1)−(Fk+2) = −Fk+1−Fk−3 = −Fk+2−3
(za a = −Fk−1).

Potrebno je jox pokazati da skup A ne sadr�i neprazan podskup
B koji ima ne vixe od k elemata, i qiji je zbir elemenata deǉiv sa
nk. Pretpostavimo suprotno: neka je B takav podskup skupa A. Kako
imamo |A| = k + 1, uslov |B| 6 k se svodi na B ( A. Primetimo prvo:∑

A = (F2 − F3 + F4 − · · ·+ Fk) + (Fk + 1) + (Fk + 2)

= (F2 + F4 + · · ·+ Fk)− (F3 + F5 + · · ·+ Fk−1) + (Fk + 1) + (Fk + 2)

= (Fk+1 − 1)− (Fk − 1) + (Fk + 1) + (Fk + 2) = Fk+1 + Fk + 3

= Fk+2 + 3 ≡ 0 (mod nk).

Dakle, ako skup B ispuǌava navedeni uslov, onda to ispuǌava i skup
A\B (i pritom va�i A\B 6= ∅ zbog B ( A). Primetimo, neki od skupo-
va B i A\B sadr�i najvixe jedan od brojeva Fk, Fk+1, Fk+2 (nemogu�e
je da oba ta skupa sadr�e bar po dva od ovih brojeva, jer bi onda tih
brojeva moralo biti ukupno bar qetiri). Mo�emo pretpostaviti, bez
umaǌeǌa opxtosti, da upravo skup B sadr�i najvixe jedan od ovih
brojeva (ako to nije ispuǌeno, onda umesto B uzmemo skup A \B i da-
ǉe radimo s ǌim). Pokuxajmo da odredimo najve�u mogu�u vrednost
izraza

∑
B. Ova vrednost �e biti najve�a ako u skupu B nemamo ni-

jedan negativan broj a imamo sve pozitivne, uz to ograniqeǌe da od
(pozitivnih) brojeva Fk, Fk + 1, Fk + 2 mo�emo uzeti samo jedan (i to
�emo uzeti bax Fk+2, ako tra�imo gorǌe ograniqeǌe za

∑
B). Dakle:∑

B 6 (Fk + 2) + (F2 + F4 + · · ·+ Fk−2) = Fk + 2 + (Fk−1 − 1) = Fk+1 + 1.

Sliqno, ukoliko �elimo da ograniqimo vrednost
∑
B odozdo, prime-

�ujemo da se minimum dosti�e ako se u skupu B nalaze svi negativni
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brojevi i nijedan pozitivan, tj. imamo:∑
B > −(F3 + F5 + · · ·+ Fk−1) = −(Fk − 1).

Dakle, sada iz nejednakosti

−nk < −(Fk − 1) 6
∑

B 6 Fk+1 + 1 < nk

i uslova nk |
∑
B sledi da je jedina mogu�nost

∑
B = 0.

Oznaqimo Ct = {(−1)iFi : 2 6 i 6 t}. Pokaza�emo indukcijom po t da
skup Ct, za t > 3, ne sadr�i neprazan podskup qija je suma elemenata
jednaka nuli. Za bazu uzimamo sluqaj t = 3: tada imamo C3 = {1,−2},
i u ovom sluqaju tvr�eǌe oqigledno va�i. Pretpostavimo sada da
tvr�eǌe va�i za t − 1, i doka�imo ga za t. Pretpostavimo suprotno:
neka skup Ct sadr�i neprazan podskup D za koji va�i

∑
D = 0. Kako

imamo Ct = Ct−1 ∪ {(−1)tFt}, a po induktivnoj hipotezi je nemogu�e
D ⊆ Ct−1, mora va�iti (−1)tFt ∈ D. Me�utim, tada za parno t imamo∑

D > Ft−F3−F5−· · ·Ft−1 = Ft−(F3 +F5 + · · ·+Ft−1) = Ft−(Ft−1) = 1,

a za neparno t imamo∑
D 6 −Ft + F2 + F4 + · · ·+ Ft−1 = −Ft + (Ft − 1) = −1;

u oba sluqaja dobijamo kontradikciju sa
∑
D = 0. Dakle, time smo

dokazali da skup Ct ne sadr�i neprazan podskup qija je suma elemenata
jednaka nuli.

Vratimo se na rexavaǌe postavǉenog zadatka. Dobili smo da mora
va�iti

∑
B = 0, a kako imamo A = Ck ∪ {Fk + 1, Fk + 2}, sledi da B
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sadr�i bar jedan od brojeva Fk + 1 i Fk + 2 (naime, po prethodnom
pasusu je nemogu�e B ⊆ Ck). No, odatle sledi∑

B > (Fk + 1)− (F3 + F5 + · · ·+ Fk−1) = Fk + 1− (Fk − 1) = 2,

kontradikcija sa
∑
B = 0. Time je konaqno pokazano da ne postoji

takav skup B, tj. da skup A ispuǌava i drugi tra�eni uslov.
Preostaje jox dokazati nejednakost nk <

(
13
8

)k+2
(za nk = Fk+2 + 3).

Primetimo nejednakost ϕ < 13
8 (xto se direktno proverava). Dakle,

imamo:

nk = Fk+2 + 3 =
ϕk+2 − ψk+2

√
5

+ 3 = ϕk+2 ·
1 + 3

√
5−ψk+2

ϕk+2

√
5

< ϕk+2 ·
1 + 8

ϕk+2

√
5

< ϕk+2 · 2√
5
< ϕk+2 <

(
13

8

)k+2

,

(direktno se proveravaju sve usput korix�ene nejednakosti, naime:
3
√

5 < 7, |ψk+2| < 1 i ϕk+2 > ϕ5 > 8), qime je zadatak rexen.

8.2 Dokazati da za svaki prirodan broj K postoji baza b i K
ure�enih trojki Fibonaqijevih brojeva (Fu, Fv, Fw) takvih
da, kada se zapixu u bazi b, ǌihova konkatenacija FuFvFw

tako�e predstavǉa neki Fibonaqijev broj zapisan u bazi b.

Rexeǌe. S ciǉem da najpre potra�imo neke xto jednostavnije primere,
postavimo Fu = Fw = 1 (xto jesu Fibonaqijevi brojevi). Dakle, zani-
ma nas za koje je baze b broj b2 + bFv +1 Fibonaqijev (gde biramo jox i
Fv, i pritom �emo ga tra�iti takvog da va�i Fv < b, tj. da bude jedno-
cifren u bazi b). Ovakve primere tra�imo na slede�i naqin: najpre
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fiksiramo da vrednost posmatranog izraza bude jednaka nekom Fi-
bonaqijevom broju, a zatim za Fv isprobavamo maǌe Fibonaqijeve bro-
jeve i proveravamo kada postoji prirodan broj b koji je rexeǌe tako
dobijene kvadratne jednaqine. Nalazimo slede�e primere za (b, Fv):
(4, F1) = (4, 1) (tada je vrednost izraza jednaka F8 = 21), (11, F3) = (11, 2)
(tada je vrednost izraza jednaka F12 = 144), (29, F5) = (29, 5) (tada je
vrednost izraza jednaka F16 = 987). Broj mogu�nosti koje proverava-
mo mo�emo znatno suziti ukoliko iskoristimo qiǌenicu da Fv moramo
birati takvo da 2F 2

v bude maǌe od vrednosti koju smo fiksirali za
posmatrani izraz (s obzirom na b2 + bFv + 1 > 2F 2

v , zbog b > Fv); prime-
ra radi, u ovom posledǌem sluqaju, kada je za vrednost posmatranog
izraza uzeto F16 = 987, za Fv dovoǉno je testirati Fibonaqijeve bro-

jeve maǌe od
√

987
2 , tj. maǌe od 22.

Dosad prona�eni primeri sugerixu da se za v pojavǉuju sve neparne
vrednosti, i da tada postoji odgovaraju�a baza b takva da va�i

b2 + bFv + 1 = F2v+6. (8.1)

Sada �emo razmotriti vrednosti koje se pojavǉuju za b, ali pre toga
uvedimo pojam tzv. Likaovih brojeva (koje je prvi izuqavao francuski
matematiqar Édouard Lucas, po kome su dobili ime). Oni zadovoǉavaju
istu rekurentnu vezu kao Fibonaqijevi brojevi: Ln = Ln−1 + Ln−2,
ali poqetne vrednosti su drugaqije: L0 = 2, L1 = 1. Prvih nekoliko
vrednosti su: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123 . . . I za Likaove brojeve po-
stoji i eksplicitna formula (qak jednostavnija nego za Fibonaqijeve
brojeve): Ln = ϕn + ψn.

Sada naslu�ujemo da vrednosti za b predstavǉaju neparno indeksi-
rane Likaove brojeve (L3, L5, L7 . . . ). Dodajmo ipak, analiza se mo�e
sprovesti i bez ikakvog znaǌa o Likaovim brojevima: u tom sluqaju
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se mo�e primetiti da niz vrednosti koje se javǉaju za b zadovoǉa-
va rekurentnu vezu bi = 3bi−1 − bi−2 (po potrebi je mogu�e izraqu-
nati jox nekoliko narednih mogu�ih vrednosti za b pre poga�aǌa ove
rekurentne veze, budu�i da raqunaǌe narednih mogu�ih vrednosti
za b postaje vrlo jednostavno nakon hipoteze (8.1); naredna mogu�a
vrednost je 76, nakon toga 199 itd.). U nastavku rexeǌa radimo preko
Likaovih brojeva, a vrlo sliqno ide i bez ǌih, samo treba dodat-
no rexavati rekurentnu vezu za bi umesto da koristimo ve� gotovu
formulu za Likaove brojeve.

Fiksirajmo sada jednu od mogu�ih vrednosti za b, recimo b = 76 =
L9, i pokuxajmo da na�emo jox neke primere trojki (Fu, Fv, Fw) koje
zadovoǉavaju uslov iz postavke za b = 76. Nije texko prona�i slede�e
trojke:

(Fu, Fv, Fw) ∈ {(1,13, 1), (3, 5, 3), (8, 2, 8), (21, 1, 21)}
= {(F2, F7, F2), (F4, F5, F4), (F6, F3, F6), (F8, F1, F8)}

(tako�e nalazimo i trojke (34, 0, 34) i (55, 1, 55), ali za ǌih �e se is-
postaviti da su van obrasca koji uobliqujemo). Dakle, sada konaqno
mo�emo formulisati i zatim dokazati tvr�eǌe koje rexava zadatak:
za ma koji neparan broj n i ma koji paran broj k, 2 6 k 6 n− 1, konkate-
nacija Fibonaqijevih brojeva FkFn−kFk zapisanih u bazi Ln tako�e pred-
stavǉa neki Fibonaqijev broj zapisan u bazi Ln.

Poka�imo ovo. Kako va�i Fk, Fn−k < Ln, sledi da su brojevi Fk i
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Fn−k jednocifreni u bazi Ln. Odatle imamo:

FkFn−kFk

= L2
nFk + LnFn−k + Fk = (ϕn + ψn)2 ·

ϕk − ψk

√
5

+ (ϕn + ψn) ·
ϕn−k − ψn−k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn)

(
(ϕn + ψn) ·

ϕk − ψk

√
5

+
ϕn−k − ψn−k

√
5

)
+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn)

(
ϕn+k − ϕn−k(ϕψ)k + ψn−k(ψϕ)k − ψn+k

√
5

+
ϕn−k − ψn−k

√
5

)
+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn)

(
ϕn+k − ϕn−k + ψn−k − ψn+k

√
5

+
ϕn−k − ψn−k

√
5

)
+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn) ·
ϕn+k − ψn+k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

=
ϕ2n+k − (ϕψ)nψk + (ψϕ)nϕk − ψ2n+k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

=
ϕ2n+k + ψk − ϕk − ψ2n+k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

=
ϕ2n+k − ψ2n+k

√
5

= F2n+k

(usput smo koristili (ϕψ)k = (−1)k = 1 jer je k parno, i (ϕψ)n =
(−1)n = −1 jer je n neparno). Time je dokaz zavrxen.

63



8. FIBONAQIJEVI BROJEVI

64



Glava 9
Problemi o cifarskoj
reprezentaciji brojeva

9.1 Proizvod binomnog koeficijenta
(

64
21

)
i nepoznatog neparnog

broja iznosi

5∗ 6∗0 ∗8∗ 862 ∗1∗ 7∗7 ∗4∗ 4∗5 12∗ 9∗∗.

Odrediti cifre oznaqene zvezdicom.

Rexeǌe. Iz zapisa
(

64
21

)
= 64!

21!·43! dobijamo da najve�i stepen broja 5 koji
deli

(
64
21

)
jeste

5b
64
5 c+b

64
25 c−b

21
5 c−b

43
5 c−b

43
25 c = 512+2−4−8−1 = 5,
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dok najve�i stepen broja 2 koji deli
(

64
21

)
jeste

232+16+8+4+2+1−10−5−2−1−21−10−5−2−1 = 263−18−39 = 26.

Dakle, broj iz postavke deǉiv je sa 5, i deǉiv je sa 26 ali ne i sa
27. Odatle sledi da je ǌegova posledǌa cifra jednaka 0. Obele�imo
preostale nepoznate cifre na slede�i naqin:

5a 6b0 c8d 862 e1f 7g7h4i 4j5 12k 9l0. (9.1)

Primetimo da zbog deǉivosti broja (9.1) sa 26 trocifreni zavrxetak
9l0 mora biti deǉiv sa 8, tj. 9l mora biti deǉivo sa 4, odakle do-
bijamo l ∈ {2, 6}. Najve�i stepeni brojeva 3 i 11 koji dele

(
64
21

)
jesu

321+7+2−7−2−14−4−1 = 32 i 115−1−3 = 11. Odatle, broj (9.1) deǉiv je sa
9 i sa 11, pa dobijamo

0 ≡ 5 + a+ 6 + b+ 0 + c+ 8 + d+ 8 + 6 + 2 + e+ 1 + f + 7 + g+ 7

+ h+ 4 + i+ 4 + j + 5 + 1 + 2 + k+ 9 + l+ 0

= 75 + a+ b+ c+ d+ e+ f + g+ h+ i+ j + k+ l ≡ 3 +S (mod 9)

i

0 ≡ 5− a+ 6− b+ 0− c+ 8− d+ 8− 6 + 2− e+ 1− f + 7− g+ 7

− h+ 4− i+ 4− j + 5− 1 + 2− k+ 9− l+ 0

= 61−S ≡ 6−S (mod 11),

gde smo sa S oznaqili sumu a + b + c + · · · + l. Prethodne dve relacije
svode se na S ≡ 6 (mod 9) i S ≡ 6 (mod 11), tj. 99 | S − 6. Kako je
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S zbir 12 cifara i za cifru l imamo ograniqeǌe 2 6 l 6 6, sledi
2 6 S 6 105, pa iz ovog i prethodnog zakǉuqka dobijamo S = 6 ili
S = 105. Pretpostavimo najpre S = 105. Ovo je mogu�e samo u sluqaju
a = b = c = · · · = k = 9 i l = 6. No, tada bi qetvorocifreni zavrxetak
broja (9.1) iznosio k9l0 = 9960 i on bi morao da bude deǉiv sa 24 = 16,
a xto nije taqno (jer 996 nije deǉivo sa 8). Prema tome, ostaje S = 6.

Podsetimo se, l ∈ {2, 6}. Razmotrimo prvo sluqaj l = 2. Kako mora
va�iti 23 | k9l = k92, sledi k = 1 ili k = 3 (ne mo�e biti k > 5
zbog S = 6). Mogu�nost k = 3 otpada jer mora va�iti 24 | 2k9l, ali
16 - 2392. Preostaje k = 1. Tada sedmocifreni zavrxetak broja (9.1)
iznosi 5 121 920; no, kako je ovo deǉivo sa 27 (xto se lako mo�e videti
prime�uju�i da 26 = 64 | 512192 zbog 64 | 512000 i 64 | 192), i broj (9.1)
bio bi deǉiv sa 27, ali ranije je konstatovano da je on deǉiv sa 26

ali ne i sa 27, kontradikcija. Konaqno zakǉuqujemo l = 6. Sada iz
S = 6 sledi a = b = c = · · · = k = 0. Posmatrani broj je

50 600 080 862 010 707 040 405 120 960.

9.2 Oznaqimo sa S(k) sumu cifara prirodnog broja k. Dokazati
da postoji k ∈ N koje ne sadr�i cifru 9 u svom decimal-
nom zapisu, takvo da va�i S(2242017

k) = S(k).

Rexeǌe. Oznaqimo n = 2242017

. U prvoj fazi dokazujemo da za dato n
postoji k′ ∈ N koje ne sadr�i cifru 9 u svom decimalnom zapisu,
takvo da va�i S(nk′) 6 S(k′). Neka je s broj cifara broja n.

Primetimo da se n zavrxava cifrom 6. Definiximo funkciju f
na skupu N0 na slede�i naqin: ako se j zavrxava cifrom 0 ili 1,
uzmimo tada f(j) = 7, a u svim ostalim sluqajevima f(j) = 8. Na ovaj
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naqin postigli smo da je posledǌa cifra izraza 6f(j)+j uvek maǌa od
f(j). Definiximo d0 = f(0) = 7, k′0 = d0, i za u = 1, 2, . . . definiximo

rekurzivno du = f
(⌊nk′u−1

10u

⌋)
, k′u = 10udu + k′u−1 = du . . . d1d0. Fiksirajmo

sada u ∈ N0. Za sve 0 6 v 6 u, cifra na poziciji v+1 zdesna u proizvodu
nk′u iznosi:⌊

nk′u
10v

⌋
mod 10 =

⌊
n(10v · dudu−1 . . . dv + dv−1 . . . d1d0)

10v

⌋
mod 10

=

⌊
n · dudu−1 . . . dv +

n · dv−1 . . . d1d0

10v

⌋
mod 10

=

(
n · dudu−1 . . . dv +

⌊
nk′v−1

10v

⌋)
mod 10

=

(
6dv +

⌊
nk′v−1

10v

⌋)
mod 10

=

(
6f
(⌊nk′v−1

10v

⌋)
+

⌊
nk′v−1

10v

⌋)
mod 10

6 f
(⌊nk′v−1

10v

⌋)
− 1 = dv − 1

(nejednakost na kraju sledi po definiciji funkcije f). Kako va�i
nk′u < n · 10u+1, dobijamo da nk′u ima najvixe s + u + 1 cifru, pa iz
prethodnog i ovog zapa�aǌa sledi:

S(nk′u) 6 9s+

u∑
z=0

(dz − 1) =

u∑
z=0

dz + 9s− u− 1 = S(k′u) + 9s− u− 1.

Odatle, za dovoǉno veliko u va�i S(nk′u) 6 S(k′u), xto je i trebalo
dokazati. Uzmimo k′ = k′u za takvo dovoǉno veliko u.
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Dovrximo sada dokaz. Ako va�i S(nk′) = S(k′), zadatak je rexen.
Pretpostavimo zato S(nk′) < S(k′). Neka je r broj cifara broja nk′.
Definiximo

k =

S(k′)−S(nk′)−1∑
z=0

10sz + 10s(S(k′)−S(nk′))

S(n)−2∑
z=0

10rzk′.

Va�i S(k) = (S(k′)−S(nk′)) + (S(n)− 1)S(k′) = S(n)S(k′)−S(nk′). Daǉe,
broj nk zapravo predstavǉa konkatenaciju broja nk′ ponovǉenog S(n)−
1 puta i broja n ponovǉenog S(k′) − S(nk′) puta, pa sledi S(nk) =
S(nk′)(S(n)−1)+S(n)(S(k′)−S(nk′)) = S(n)S(k′)−S(nk′). Ovim je zadatak
rexen.

Napomena 1. Tvr�eǌe zadatka zapravo va�i za svaki prirodan broj
n ∈ N, ne samo n = 2242017

. Skicira�emo dokaz. Jasno, mo�emo pret-
postaviti da se n ne zavrxava cifrom 0. Ukoliko se n zavrxava
cifrom a razliqitom od 1, dokaz je direktno uopxteǌe prvog rexeǌa:
definixemo funkciju f(a, j) koja preslikava par (a, j) u broj l takav
da se la + j zavrxava cifrom razliqitom od l (ovo je uvek mogu�e;
xtavixe, mo�emo uvek odabrati l ∈ {6, 7, 8}); nastavak funkcionixe
isto kao malopre. Me�utim, za a = 1, dokaz je, iako se zasniva na
istoj ideji, tehniqki znatno izazovniji.

Napomena 2. Izbor n = 2242017

u formulaciji je motivisan slede�im
razlozima. Prvo, najdesnija nenula cifra broja n ne sme biti jednaka
1 (zbog prethodne napomene). Drugo, bitno je to xto za odabrano n
va�i n ≡ 1 (mod 9), jer za bilo koju drugu klasu ostataka po modulu 9
postoji znatno jednostavnije rexeǌe: naime, za n ≡ 0 (mod 9) lako se
pokazuje da mo�emo uzeti dovoǉno dugaqko k′ = 333 . . . 3336, a za n 6≡ 0, 1
(mod 9) mo�emo uzeti dovoǉno dugaqko k′ = 888 . . . 888.
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Glava 10
Nestandardne
transformacije na
parovima i n-torkama
brojeva

10.1Nazovimo korakom funkciju koja ure�en par prirodnih
brojeva (x, y) kome je taqno jedna koordinata parna
preslikava u par (x2 , y + x

2 ) ako 2 | x, odnosno u par
(x+ y

2 ,
y
2 ) ako 2 | y. Dokazati da za svaki neparan prirodan broj n, n > 1,

postoji paran prirodan broj b, b < n, takav da se sukcesivnom primenom
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konaqno mnogo koraka od ure�enog para (n, b) dobija ure�en par (b, n).

Rexeǌe. Neka su dati prirodni brojevi x i y, i pretpostavimo 2 | x i
2 - y. Kako va�i y ≡ −x (mod x+ y), imamo (x, y) ≡ (x,−x) (mod x+ y) i
(x2 , y+ x

2 ) ≡ (x2 ,−
x
2 ) (mod x+y); drugim reqima, definisan korak polovi

obe koordinate po modulu x + y (xto je konstantno). Dakle, ako se
par (b, n) dobija posle k koraka od para (n, b), zakǉuqujemo ( n

2k ,− n
2k ) ≡

(b, n) ≡ (−n, n) (mod m), za m = n + b. Ovo se svodi na n(2k + 1) ≡ 0
(mod m). Primetimo da va�i i obratno: ako n, k i m zadovoǉavaju
prethodnu kongruenciju, tada imamo n

2k ≡ −n (mod m) (obratimo samo
pa�ǌu, da bi implicirani modularni inverz broja 2k imao smisla,
m mora biti neparan broj, xto jeste ispuǌeno zbog m = n + b gde su
n i b razliqite parnosti), pa se u tom sluqaju od para (n, b) posle k
koraka dobija par (b, n).

Dakle, mo�emo uzeti m = 2k + 1, tj. b = 2k + 1− n, gde je k najmaǌi
prirodan broj takav da va�i 2k + 1 > n. Kako po definiciji imamo
2k−1 + 1 6 n, sledi 2k + 1 < 2n, tj. b < n, qime je dokaz zavrxen.

10.2Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoje nene-
gativni celi brojevi a1, a2, . . . , an takvi da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an
=

1

3a1
+

2

3a2
+ · · ·+ n

3an
= 1.

Rexeǌe. Pretpostavimo da prirodan broj n ispuǌava uslove zadat-
ka, i neka su a1, a2, . . . , an odgovaraju�i nenegativni celi brojevi. Iz
uslova

1

3a1
+

2

3a2
+ · · ·+ n

3an
= 1, (10.1)
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posmatraǌem po modulu 2, dobijamo 1 + 2 + · · · + n ≡ 1 (mod 2), tj.
n(n+1)

2 ≡ 1 (mod 2). Primetimo, ako je n deǉiv sa 4, ili ako daje osta-
tak 3 pri deǉeǌu sa 4, tada je broj n(n+1)

2 paran, xto je u kontradikciji
s dobijenom kongruencijom. Dakle, preostaju mogu�nosti n ≡ 1 (mod 4)
ili n ≡ 2 (mod 4).

(Napomenimo, u gorǌem posmatraǌu jednakosti (10.1) po modulu
2, zbog razlomaka na levoj strani implicitno smo koristili pojam i
osobine modularnog inverza. Za studente koji nisu upoznati s ovim
pojmom, da�emo i alternativni put do istog zakǉuqka. Pomno�imo
obe strane jednakosti (10.1) sa 3a1+a2+···+an . Time dobijamo:

3
∑

16i6n, i 6=1 ai + 2 · 3
∑

16i6n, i 6=2 ai + · · ·+ n · 3
∑

16i6n, i 6=n ai = 3a1+a2+···+an .

Sada vidimo da se ova jednakost po modulu 2 ponovo svodi na 1 + 2 +
· · ·+ n ≡ 1 (mod 2), pa daǉe nastavǉamo kao malopre.)

Potrebno je jox dokazati da za svako n koje ispuǌava n ≡ 1 (mod 4)
ili n ≡ 2 (mod 4) postoje tra�eni a1, a2, . . . , an. Za n-torku realnih
brojeva (x1, x2, . . . , xn) re�i �emo da je fantastiqna akko postoje ne-
negativni celi brojevi a1, a2, . . . , an takvi da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an
=

x1

3a1
+
x2

3a2
+ · · ·+ xn

3an
= 1.

Dakle, uz ovu terminologiju, treba pokazati da, ukoliko va�i n ≡ 1, 2
(mod 4), tada je n-torka (1, 2, . . . , n) fantastiqna. Dokaz �emo sprovesti
indukcijom po n. Pre nego xto pre�emo na dokaz indukcijom, navodimo
jedno korisno zapa�aǌe, koje �emo kasnije koristiti vixe puta: ako
�elimo da utvrdimo da je n-torka (x1, x2, . . . , xn) fantastiqna, dovoǉno
je pokazati da je (n − 1)-orka (x1, x2, . . . , xn−2,

xn−1+xn

3 ) fantastiqna.
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Zaista, ukoliko je ova drugonavedena (n − 1)-orka fantastiqna, tada
postoje nenegativni celi brojevi a1, a2, . . . , an−1 takvi da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an−1
=

x1

3a1
+
x2

3a2
+ · · ·+ xn−2

3an−2
+

xn−1+xn

3

3an−1
= 1,

ali ovo se mo�e zapisati i u obliku

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+ 1

2an−2
+

1

2an−1+1
+

1

2an−1+1

=
x1

3a1
+
x2

3a2
+ · · ·+ xn−2

3an−2
+

xn−1

3an−1+1
+

xn
3an−1+1

= 1,

odakle vidimo da je i n-torka (x1, x2, . . . , xn) fantastiqna (ǌoj odgo-
varaju�i brojevi su a1, a2, . . . , an−2, an−1 + 1, an−1 + 1).

Primetimo, u formulaciji prethodnog pomo�nog zapa�aǌa, nije
obavezno da dva broja koja zameǌujemo tre�inom ǌihovog zbira budu
bax posledǌa dva broja, nego mogu biti na proizvoǉnim mestima (jer
definicija fantastiqne n-torke oqito ne zavisi od poretka brojeva).
Daǉe, primetimo jox da iz gorǌeg pomo�nog zapa�aǌa specijalno
dobijamo i slede�e: ukoliko se u nekoj n-torci pojavǉuju brojevi x i
2x, i ukoliko je (n−1)-orka dobijena brisaǌem broja 2x fantastiqna,
tada je i polazna n-torka fantastiqna (ovo direktno sledi primenom
pomo�nog zapa�aǌa na brojeve x i 2x, s obzirom na x+2x

3 = x).
Vratimo se sada dokazu indukcijom. Kao bazu uradi�emo sluqa-

jeve n = 1 i n = 5 (vide�emo tokom dokaza da �e se svi preostali
sluqajevi svesti na neki od ova dva, ili na neki prethodno ura�eni).
Za n = 1 tvr�eǌe je oqigledno (treba pokazati da je jednoqlani niz
koji saqiǌava samo broj 1 fantastiqan, xto sledi iz 1

20 = 1
30 = 1, tj.

mo�emo uzeti a1 = 0). Uzmimo sada n = 5. Posmatrajmo slede�i niz
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transformacija:

(1, 2, 3, 4, 5) 7→ (1, 2, 3, 3) 7→ (1, 2, 2) 7→ (1, 2) 7→ (1) (10.2)

(u prva dva koraka smo zamenili dva posledǌa broja tre�inom ǌi-
hovog zbira, a u naredna dva smo ,,obrisali“ dvojke, xto predstavǉa,
s obzirom na prisustvo broja 1, ve� istaknut specijalan sluqaj po-
mo�nog zapa�aǌa). Primenom pomo�nog zapa�aǌa (vixe puta) dobi-
jamo da je petorka (1, 2, 3, 4, 5) fantastiqna (naime, kako je jednoqlani
niz dobijen na kraju fantastiqan, to va�i i za par (1, 2); sada, kako je
par (1, 2) fantastiqan, to va�i i za trojku (1, 2, 2) itd. sve do poqetka).

Time je pokazana baza indukcije. Neka je sada zadat prirodan broj
n, n ≡ 1, 2 (mod 4), i pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve brojeve
maǌe od n (naravno, koji su pritom kongruentni sa 1 ili 2 po modulu
4). Razmatramo dva sluqaja.

• n ≡ 2 (mod 4):

Treba pokazati da je n-torka (1, 2, . . . , n) fantastiqna. Kako je n
paran broj, i kako se u ovoj n-torci pojavǉuje i broj n2 , brisaǌem
broja n iz uoqene n-torke dobijamo (1, 2, . . . , n − 1), a kako je ova
(n− 1)-orka fantastiqna po induktivnoj hipotezi (primetimo i,
n − 1 ≡ 1 (mod 4)), po pomo�nom zapa�aǌu (preciznije, ǌegovom
istaknutom specijalnom sluqaju) sledi da je i n-torka (1, 2, . . . , n)
fantastiqna.

• n ≡ 1 (mod 4):

U ovom sluqaju mo�emo pretpostaviti n > 9 (maǌi sluqajevi
su pokazani zasebno u bazi indukcije). I ovde je ideja da sukce-
sivnim transformacijama koje dopuxta pomo�no zapa�aǌe svede-
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mo n-torku (1, 2, . . . , n) na nexto xto jeste fantastiqno (i ta-
da �e i polazna n-torka biti fantastiqna). Zapiximo n-torku
(1, 2, . . . , n) u obliku

(1, 2, . . . , 6m− 3, 6m− 2, 6m− 1, 6m, 6m+ 1, . . . , n− 1, n)

za m = bn6 c. Kako se u gorǌoj n-torci pojavǉuje broj 3m, mo�emo
odmah obrisati broj 6m. Daǉe, svaki par brojeva 6m − i, 6m + i

mo�emo zameniti brojem 4m (zbog (6m−i)+(6m+i)
3 = 4m). Uradimo

ovo za sve i, 1 6 i 6 n − 6m (tj. za sve brojeve od 6m + 1 pa do
kraja niza, uz ǌihove parove). Pritom, potrebno je proveriti da
li za ceo ovaj raspon zaista oba broja koja uparujemo postoje u
posmatranom nizu, xto konkretno znaqi, da li za i = n−6m va�i
6m−i > 1 (ako ovo poka�emo za i = n−6m, va�i�e, jasno, i za maǌe
vrednosti i). Pokaza�emo qak jaqe: 6m − (n − 6m) > 2m (kasnije
�e nam trebati bax ova jaqa nejednakost); i zaista, napisana
nejednakost je ekvivalentna sa n < 10m, a ovo je taqno zbog n

6 <
m + 1 (prema definiciji funkcije b·c), tj. n < 6m + 6 < 10m za
m > 2 (tj. n > 13), dok za n = 9 direktno imamo m = 1 i 9 = n <
10m = 10. Dakle, konaqno, kada izvrximo sve ove zamene, i pri
svakoj takvoj zameni dobijemo po jednu kopiju broja 4m, sve ove
dobijene kopije mo�emo obrisati budu�i da se u nizu na kraju
i daǉe nalazi broj 2m (na osnovu malopre�axǌe nejednakosti).
Time nam posle svega ostaje niz brojeva od 1 do 6m− (n−6m)−1,
tj. (1, 2, . . . , 12m−n−1). Kako imamo 12m−n−1 < n (zbog 12m < 2n)
i 12m−n− 1 ≡ −1− 1 ≡ 2 (mod 4), na osnovu induktivne hipoteze
zakǉuqujemo da je niz dobijen na kraju fantastiqan, pa to va�i
i za n-torku od koje smo krenuli.

Time je zadatak rexen.
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Primer. Pokaza�emo na primeru n = 5 (ura�enom u bazi indukcije)
na koji naqin procedura iz rexeǌa dovodi do vrednosti a1, a2, a3, a4, a5.
Kako na kraju (10.2) u nizu imamo samo jedinicu, ovaj sluqaj smo
videli u bazi za n = 1, i (podsetimo se) konstatovali smo:

1

20
=

1

30
= 1.

Sada, ,,brisaǌe dvojke“ u transformaciji (1, 2) 7→ (1) zapravo pred-
stavǉa zamenu para 1, 2 sa 1+2

3 , pa na osnovu dokaza pomo�nog zapa�aǌa
dolazimo do jednakosti

1

21
+

1

21
=

1

31
+

2

31
= 1.

U koraku pre ovog: (1, 2, 2) 7→ (1, 2), tako�e smo par 1, 2 zamenili brojem
1, pa dolazimo do jednakosti

1

22
+

1

22
+

1

21
=

1

32
+

2

32
+

2

31
= 1.

Daǉe, korak (1, 2, 3, 3) 7→ (1, 2, 2) (zamena para 3, 3 brojem 2) dovodi do
jednakosti

1

22
+

1

22
+

1

22
+

1

22
=

1

32
+

2

32
+

3

32
+

3

32
= 1.

I konaqno, na osnovu koraka (1, 2, 3, 4, 5) 7→ (1, 2, 3, 3) sti�emo do jedna-
kosti

1

22
+

1

22
+

1

22
+

1

23
+

1

23
=

1

32
+

2

32
+

3

32
+

4

33
+

5

33
= 1.
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Glava 11
Nestandardni problemi o
podeli geometrijskih
figura

11.1Nazovimo pravim jednakokrakim trapezom jednakokra-
ki trapez qiji kraci nisu paralelni (dakle, paralelo-
grami i pravougaonici nisu pravi jednakokraki tra-

pezi). Posmatramo podelu pravougaonika na n (mogu�e razliqitih) pra-
vih jednakokrakih trapeza. Za takvu podelu ka�emo da je striktna ako
unija nikojih i trapeza u podeli, za 2 6 i 6 n, ne qini pravi jedna-
kokraki trapez (drugim reqima, podela je striktna ako se ne mo�e do-
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biti od neke podele tog pravougaonika na maǌe od n pravih jednakokrakih
trapeza, dodatnim deǉeǌem nekih trapeza iz podele na nove trapeze).
Dokazati da za sve prirodne brojeve n, n > 9, postoji striktna podela
pravougaonika 2017× 2018 na n pravih jednakokrakih trapeza.

Rexeǌe. Konstruisa�emo prvo tra�enu podelu na 9 trapeza. Ideja je
skicirana na slici, i oqito je da ovakva podela jeste striktna, pod
uslovom (xto treba proveriti) da je zaista mogu�e odabrati oznaqene
uglove na takav naqin da se postigne ova konfiguracija.

Oqigledno imamo β = 90◦ − α i γ = β = 90◦ − α, zatim δ = 180◦ − α,
θ = 180◦−γ = 180◦−(90◦−α) = 90◦+α, ε = 360◦−γ−δ = 360◦−(90◦−α)−
(180◦−α) = 90◦+ 2α, i konaqno ϕ = 180◦− β = 180◦− (90◦−α) = 90◦+α.
Me�utim, primetimo da mora va�iti jednakost ε + θ + ϕ = 360◦, xto
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se svodi na:

(90◦ + 2α) + (90◦ + α) + (90◦ + α) = 360◦;

270◦ + 4α = 360◦;

4α = 90◦;

α = 22.5◦.

Dakle, za α = 22.5◦ (ostali uglovi se odatle direktno izraqunavaju)
mo�emo napraviti �eǉenu podelu na 9 trapeza.

Modifikacijom dobijene podele mo�emo dobiti i podele na 10, 11,
odnosno 12 trapeza (prikazane na slici).

Da bismo zavrxili dokaz, dovoǉno je pokazati jox kako se od
proizvoǉne podele pravougaonika na n trapeza mo�e dobiti podela
pravougaonika na n+ 4 trapeza (ovo je zaista dovoǉno, budu�i da ta-
da od naxe podele na 9 trapeza mo�emo, sukcesivnom primenom ove
ideje, dobiti podele na 13, 17, 21 . . . trapeza, tj. za sve brojeve koji da-
ju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4; od naxe podele na 10 trapeza dobijamo
podele za sve brojeve koji daju ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4 itd.). Ideja
je prikazana na slede�oj slici.
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Drugim reqima, ako je ,,unutraxǌi“ pravougaonik podeǉen na n tra-
peza, od ǌega mo�emo dobiti podelu ,,spoǉaxǌeg“ pravougaonika na
n + 4 trapeza. Pritom jedino treba obratiti pa�ǌu na to da qetiri
prikazane kose du�i ne smeju biti produ�etak neke deobene du�i u
unutraxǌem pravougaoniku (budu�i da bi to moglo naruxiti uslov
da je podela striktna). Me�utim, ovo je uvek mogu�e ispuniti jer
prime�ujemo da nam, kroz qitav tok rexeǌa, dimenzije pravougaonika
nisu bile nikakav ograniqavaju� faktor (tj. sve dosad prikazano mo-
glo se primeǌivati na pravougaonike bilo kojih dimenzija), pa stoga
dimenzije unutraxǌeg pravougaonika uvek mo�emo prilagoditi tako
da se izbegne pomenuti ne�eǉen sluqaj. Time je zadatak rexen.

Napomena 1. Te�ina ovog zadatka najve�im delom le�i u tome xto
nije sasvim jednostavno do�i do podele na 9 trapeza s poqetka (svi
koraci posle toga su znatno uoqǉiviji). Pokaza�emo i alternativno
rexeǌe (koje je verovatno jednostavnije prona�i) ukoliko se uslov
n > 9 u postavci oslabi na n > 12.

Najpre poka�imo da, za proizvoǉno k, k > 3, postoji striktna
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podela jednakostraniqnog trougla na k pravih jednakokrakih trapeza.
Na narednoj slici s leve strane je prikazana podela na 3 trapeza, a
s desne strane je prikazano kako se od te podele, dodavaǌem jednog po
jednog trapeza, mo�e do�i do podele na k trapeza za proizvoǉno k.

Posmatrajmo sada narednu podelu pravougaonika na 8 trapeza.

Primetimo, ovakva podela ne mo�e se sprovesti za pravougaonik 2017×
2018; preciznije, uslov da bi se ovakva podela mogla sprovesti jeste
da du�ina pravougaonika bude ve�a od ǌegove visine pomno�ene sa√

3 (kako se dva jednakostraniqna trougla ne bi ,,preklopili“). Me-
�utim, nadogradǌom ove ideje mo�e se dobiti podela proizvoǉnog
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pravougaonika na n trapeza za ma koje n, n > 12, kao xto je prikazano
na slede�oj slici.

Napomena 2. Ukoliko bi uslov bio jox slabiji, tj. ukoliko bi se
tra�ila podela za n > 16, tada bi se zadatak mogao rexiti i samo po-
mo�u ideje s jednakostraniqnim trouglovima iz prethodne napomene,
bez ideje s dodavaǌem qetiri ,,okolna“ trapeza vi�ene na kraju (xto
je, primetimo, ista ideja vi�ena i u prvobitnom rexeǌu za prelaz
n 7→ n+4). Naime, u tom sluqaju bilo bi dovoǉno podeliti po du�ini
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zadati pravougaonik na dva podudarna pravougaonika; tada bi sva-
ki od dva tako dobijena pravougaonika imao du�inu bar dvostruko
du�u od visine, pa bi se jedan od ǌih mogao podeliti na 8 trapeza na
naqin vi�en u prethodnoj napomeni, a drugi na 8 ili vixe (koliko god
je potrebno) trapeza na sliqan naqin (jedan od dva jednakostraniqna
trougla podelimo ponovo na 3 trapeza, a drugi na onoliko koliko je
jox potrebno).

11.2Uoqeni petougao izlomǉenom linijom koja povezuje
dva ǌegova temena podeǉen je na dva me�usobno po-
dudarna petougla. Dokazati da polazni petougao ima

par podudarnih uglova, i da petouglovi na koje je podeǉen imaju po dva
para paralelnih stranica.

Rexeǌe. Neka je ABCDE uoqeni petougao. Neka je posmatrana izlom-
ǉena linija saqiǌena od d du�i. Ako ona povezuje dva susedna temena,
s jedne ǌene strane �e ostati 1 ivica polaznog petougla a s druge 4;
ako ona povezuje dva nesusedna temena, s jedne ǌene strane �e osta-
ti 2 ivice polaznog petougla, a s druge 3. Odatle naizgled sledi da
figure koje se dobijaju nakon podele ne mogu obe biti petouglovi
(budu�i da bi imale d + 1 i d + 4, odnosno d + 2 i d + 3 ivice),
ali postoji specijalan sluqaj u kom je to mogu�e: ukoliko izlomǉena
linija u jednom temenu predstavǉa produ�etak jedne ivice polaznog
petougla (oqigledno, ugao polaznog petougla u tom temenu tada mora
biti nekonveksan), i to jedne od 3 ivice koje preostaju sa iste strane
izlomǉene linije (dok su s druge strane 2 ivice), tada oba mnogougla
koja se dobijaju nakon podele imaju po d+2 stranice, pa �e za d = 3 ovo
zaista biti petouglovi. Dakle, recimo da je posmatrana izlomǉena
linija AFGC, pri qemu je F na produ�etku ivice EA.
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Primetimo, me�u uglovima petouglova ABCGF i CDEFG ukupno
moraju biti bar dva nekonveksna: u temenu F taqno jedan od ova dva
petougla ima nekonveksan ugao, i isto tako za teme G; me�utim, osim
ova dva nekonveksna ugla, ukupno jox najvixe jedan mo�e biti nekon-
veksan (jer bi taj dodatni nekonveksan ugao morao da bude kod temena
kod kog je i u polaznom petouglu ugao nekonveksan, i to ne kod teme-
na A, budu�i da je ugao kod temena A u polaznom petouglu podeǉen
na jedan opru�en i jedan oxtar ugao; me�utim kako zbir uglova u
petouglu iznosi 540◦, sledi da, osim ugla kod temena A, jox najvi-
xe kod jednog temena polaznog petougla ugao mo�e biti nekonveksan).
Kako ukupan broj nekonveksnih uglova za ova dva petougla ne mo�e
biti 3 (jer su ta dva petougla podudarna), sledi da su taqno dva
ugla nekonveksna, tj. u svakom petouglu po jedan, i to upravo ugao
kod temena F u jednom petouglu i ugao kod temena G u drugom. Prema
tome, transformacija podudarnosti koja preslikava petougao ABCGF
u CDEFG, nazovimo je ψ, mora preslikavati teme F u teme G (ako
je u petouglu ABCGF nekonveksan ugao kod F ) ili obratno (ako je u
petouglu ABCGF nekonveksan ugao kod G). Razmotrimo ova dva sluqa-
ja.

• ψ(F ) = G:

Primetimo, u petouglu ABCGF teme G je susedno temenu F , pa
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zato slika ψ(G) treba da bude susedna temenu ψ(F ) (xto je G)
u petouglu CDEFG. To ostavǉa dve mogu�nosti: ψ(G) = F ili
ψ(G) = C. U svakoj od ǌih ψ je jednoznaqno odre�eno, naime:

ψ :

(
A B C G F
C D E F G

)
ili ψ :

(
A B C G F
F E D C G

)
.

U prvoj mogu�nosti iz ψ(AF ) = CG i ψ(CG) = EF dobijamo
AF ∼= CG ∼= EF , xto je oqigledno nemogu�e (jer je du� EF strogo
sadr�ana u AF ). Preostaje druga mogu�nost (upravo je ona pri-
kazana na levoj polovini slike). U ǌoj imamo ψ(]ABC) = ]FED,
a ovo su upravo uglovi kod temena B i E u polaznom petouglu,
tj. zakǉuqili smo da polazni petougao ima par podudarnih uglo-
va (xto je i bilo tra�eno). Osim toga, iz ψ(]GFA) = ]CGF i
ψ(]CGF ) = ]DCG sledi ]GFA ∼= ]CGF ∼= ]DCG, a odatle sle-
di (po osobinama transverzalnih uglova) FE ‖ GC i FG ‖ CD,
tj. u petouglu CDEFG imamo dva para paralelnih stranica (a
onda isto va�i i za petougao ABCGF , jer su podudarni). Dakle,
u ovom sluqaju smo dobili sve xto je zahtevano u postavc (le-
va polovina slike predstavǉa ujedno i primer da se ovo mo�e
geometrijski realizovati).

• ψ(G) = F :

Sliqno kao malopre, vidimo da se teme F (poxto je susedno
temenu G u petouglu ABCGF ) mora preslikati ili u teme G,
ili u teme E. U prvoj mogu�nosti ponovo dobijamo sluqaj koji
smo ve� razmotrili u prethodnom delu. Ostaje:

ψ :

(
A B C G F
D C G F E

)
.
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(Ova mogu�nost je prikazana na desnoj polovini slike.) Odavde
imamo ]BCG ∼= ]CGF ∼= ]GFE, odakle sledi BC ‖ GF i CG ‖
FE, a tako�e imamo i BC ∼= CG ∼= GF ∼= FE. To znaqi da su taqke
B, G i E kolinearne, ali tada bi du� BA sekla CG i GF , xto je
kontradikcija. Dakle, i ovaj sluqaj je nemogu�, qime je zadatak
rexen.

11.3 a) Da li je mogu�e podeliti kvadrat na konaqan broj
konveksnih petouglova?
b) Da li je mogu�e podeliti krug na konaqan broj po-

dudarnih delova na takav naqin da bar jedan od tih delova ne sadr�i
centar kruga (ni na rubu)?

Rexeǌe. Mogu�e je:

a) b)
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Glava 12
Primena kompleksnih
brojeva u rexavaǌu
geometrijskih zadataka

12.1U unutraxǌosti zadatog pravilnog n-tougla A1A2 . . . An
odrediti geometrijsko mesto taqaka M za koje va�i

]MA1A2 + ]MA2A3 + · · ·+ ]MAn−1An + ]MAnA1 =
(n− 2)π

2
.

Rexeǌe. Odgovor: tra�eno geometrijsko mesto taqaka qine sve taqke
koje le�e na nekoj osi simetrije zadatog mnogougla, i pritom se nalaze
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u ǌegovoj unutraxǌosti.
Neka je M taqka sa navedenom osobinom. Postavimo posmatrani

n-tougao u kompleksnu ravan, na takav naqin da temenu Ai odgovara
kompleksan broj εi, za ε = cos 2π

n + i sin 2π
n , a taqki M odgovara komplek-

san broj m. Oznaqimo P (x) = xn− 1; primetimo, kako su brojevi ε1, ε2,
. . . , εn taqno svi n-ti koreni broja 1, sledi

P (x) = xn − 1 = (x− ε1)(x− ε2) · · · (x− εn).

Neka su T , A i B tri razliqite taqke u kompleksnoj ravni, kojima
odgovaraju kompleksni brojevi t, a i b, i pritom va�i |a| = |b| = 1. Ako
oznaqimo ϕ = ]BAT , va�i t−a

(b−a)eiϕ ∈ R (videti sliku), tj.

t− a
(b− a)eiϕ

=
t− a

(b− a)eiϕ
=

t− a
(b− a)e−iϕ

,
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te korix�eǌem a = 1
a i b = 1

b nalazimo

t− a = e2iϕ b− a
1
b −

1
a

(
t− 1

a

)
= −e2iϕab

(
t− 1

a

)
.

Otuda, ako oznaqimo ϕj = ]Aj+1AjM za j = 1, 2, . . . , n (identifikujemo
An+1 ≡ A1), imamo, za sve j,

m− εj = −e2iϕjεjεj+1(m− εn−j).

Mno�eǌem svih ovih jednakosti dobijamo:

P (m) = (−1)ne2i
∑n

j=1
ϕjεn(n+2)P (m).

Odavde, kako imamo (prema uslovu zadatka)
∑n
j=1 ϕj = (n−2)π

2 i εn = 1,
sledi

P (m) = (−1)nei(n−2)πP (m) = (−1)n(−1)n−2P (m) = P (m).

Dakle, ako taqka M zadovoǉava uslove zadatka, onda va�i mn = mn.
Za m = 0 uslov je svakako ispuǌen, a za m 6= 0 imamo m = |m|eiϕ za
neko ϕ ∈ [0, 2π), i onda 1 = mn · (m)−n = e2inϕ. Iz posledǌe jednakosti,
imaju�i na umu ϕ ∈ [0, 2π), dobijamo ϕ = kπ

n za neko k, k = 0, 1, . . . , n−1.
Ovim smo dokazali da taqkaM le�i na jednoj od osa simetrije zadatog
n-tougla.

Doka�imo sada da svaka taqka sa ose simetrije zadatog n-tougla,
koja je pritom u ǌegovoj unutraxǌosti, zadovoǉava navedeni uslov.
Neka je najpre taqka M na osi simetrije koja prolazi kroz neko teme
n-tougla. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo uzeti da ta osa simetrije
prolazi kroz taqku A1. Tada imamo ]MAiAi+1 = ]MAn+2−iAn+1−i za
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sve i, i = 1, 2, . . . , n, pa va�i
∑n
i=1 ]MAiAi+1 =

∑n
i=1 ]MAn+2−iAn+1−i, a

s druge strane, primetimo da je zbir svih uglova i na levoj i na desnoj
strani ove jednakosti ukupno jednak zbiru svih uglova u datom n-
touglu, tj. (n−2)π. Odavde direktno dobijamo

∑n
i=1 ]MAiAi+1 = (n−2)π

2 ,
xto je i trebalo dokazati. Sliqno, ako je M na osi simetrije koja je
simetrala neke stranice, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je
to stranica A1A2. Tada imamo ]MAiAi+1 = ]MAn+3−iAn+2−i, pa va�i∑n
i=1 ]MAiAi+1 =

∑n
i=1 ]MAn+3−iAn+2−i, a zbir leve i desne strane

opet iznosi (n − 2)π, pa ponovo sledi
∑n
i=1 ]MAiAi+1 = (n−2)π

2 . Time
je zadatak rexen.

92



Glava 13
Tepih koji su izgrizli
moǉci

13.1Dat je kvadrat ABCD stranice 4. Odrediti najve-
�i prirodan broj k takav da, za ma kakav raspored
k taqaka unutar kvadrata ABCD, uvek postoji kva-

drat stranice 1, sadr�an u kvadratu ABCD, u qijoj unutraxǌosti
nema nijedne od posmatranih k taqaka.

Rexeǌe. Odgovor: k = 15. Jasno je da 15 taqaka ima tra�enu osobi-
nu: kvadrat ABCD mo�emo izdeliti na 16 kvadrata stranice 1, te ma
kako da je 15 taqaka raspore�eno unutar kvadrata ABCD, Dirihleov
princip garantuje da postoji kvadrat stranice 1 unutar kog se ne
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nalazi nijedna od posmatranih taqaka. Doka�imo sada da k ne mo�e
biti ve�e od 15, tj. da se 16 taqaka mo�e rasporediti unutar kvadra-
ta ABCD na taj naqin da se unutar kvadrata ABCD ne mo�e na�i
kvadrat stranice 1 u kom nema nijedne od posmatranih taqaka.

Pretpostavimo da je teme A kvadrata ABCD u taqki (0, 0), a teme
B u taqki (4, 0). Postavimo 16 taqaka na slede�e koordinate:(

1− ε+ i
2 + 2ε

3
, 1− ε+ j

2 + 2ε

3

)
, 0 6 i, j 6 3,

gde je ε veliqina koja �e biti naknadno odabrana. Na taj naqin posta-
vǉenih 16 taqaka qine kvadratnu mre�u s korakom 2+2ε

3 . Neka je PQRS
kvadrat kojim je ova mre�a ome�ena (videti sliku).

Potrebno je pokazati da se u unutraxǌosti svakog jediniqnog kva-
drata sadr�anog u kvadratu ABCD nalazi bar jedna od ovih taqaka
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(za pogodno ε). Posmatramo najpre jediniqan kvadrat qiji se centar
nalazi u kvadratu PQRS. Primetimo da, za svaku taqku unutar kva-
drata PQRS, postoji bar jedna od postavǉenih 16 taqaka udaǉena od
posmatrane taqke ne vixe od

√
2

2 ·
2+2ε

3 =
√

2
3 (1 + ε). Odatle, ako je ε

dovoǉno malo, svaki krug qiji je centar unutar kvadrata PQRS i
polupreqnik 1

2 sadr�i bar jednu od postavǉenih 16 taqaka, pa tim
pre to va�i i za jediniqni kvadrat qiji je centar unutar kvadrata
PQRS.

Posmatrajmo sada jediniqni kvadrat qiji se centar ne nalazi u
kvadratu PQRS. Tada mo�emo, bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostaviti
da va�i jedan od slede�a dva sluqaja:
• na dvema susednim stranicama posmatranog jediniqnog kvadrata
nalazi se po jedna od postavǉenih 16 taqaka, i to od onih sa ruba
kvadrata PQRS (slika levo);
• dva susedna temena posmatranog jediniqnog kvadrata nalaze se
na dvema susednim stranicama kvadrata ABCD (slika desno).
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Razmotrimo najpre prvi sluqaj. Neka je KHLG jediniqni kvadrat
i neka se na ǌegovim stranicama KH i HL nalaze taqke J i P (dve od
postavǉenih 16 taqaka, sa ruba kvadrata PQRS). Oznaqimo ]HPJ = θ
(mo�emo pretpostaviti: θ 6 45◦), neka je M podno�je normale iz H na
PJ , i neka je H0 podno�je normale iz G na p(H,M). Dokaza�emo da
se teme G nalazi izvan kvadrata ABCD; dovoǉno je dokazati |H0H| >
(1− ε) + |MH|. Kako va�i i ]JHM = θ, izraqunavamo

|MH| = |JH| cos θ = |JP | sin θ cos θ =
2 + 2ε

3
sin θ cos θ.

Daǉe, va�i ]GHH0 = 45◦ − ]JHM = 45◦ − θ, odakle sledi

|HH0| = |HG| cos]GHH0 =
√

2 · cos(45◦ − θ)

=
√

2(cos 45◦ cos θ + sin 45◦ sin θ) = cos θ + sin θ.

Odatle, treba zapravo dokazati nejednakost cos θ + sin θ − (1 − ε) −
2+2ε

3 sin θ cos θ > 0. Primetimo:

cos θ+ sin θ − (1− ε)− 2+2ε
3 sin θ cos θ

= cos θ + sin θ − (1− ε)− 1 + ε

3
(sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ) +

1 + ε

3

= cos θ + sin θ − 2− 4ε

3
− 1 + ε

3
(sin θ + cos θ)2.

Kvadratna funkcija f(x) = − 1+ε
3 x2 + x − 2−4ε

3 pozitivna je za x ∈(
1−2ε
1+ε , 2

)
. Kako za 0 6 θ 6 45◦ va�i sin θ + cos θ < 2 i sin θ + cos θ >

sin2 θ + cos2 θ = 1 > 1−2ε
1+ε , time je ovaj sluqaj zavrxen.

96



13. TEPIH KOJI SU IZGRIZLI MOǈCI

Pre�imo sada na drugi sluqaj. Oznaqimo |AK| = a, |AG| = b (pri
qemu va�i a2 + b2 = 1). Jednaqina prave GL jeste y = a

bx + b. Posma-
trajmo normalu iz taqke (1, 1) na pravu GL. Jednaqina ove normale je
y = − b

ax+ 1 + b
a . Odatle se lako nalazi da ova normala seqe pravu GL

u taqki T : (ab+b2−ab2, a2 +ab+b3). Tvrdimo da va�i |GT | < 1. Zaista,

|GT |2 = (a2 + ab+ b3 − b)2 + (ab+ b2 − ab2)2

= (a2 + ab+ b(b2 − 1))2 + (ab+ b2 − ab2)2

= (a2 + ab− a2b)2 + (ab+ b2 − ab2)2 = a2(a+ b− ab)2 + b2(a+ b− ab)2

= (a+ b− ab)2(a2 + b2) = (a+ b− ab)2;

dakle, potrebno je dokazati a + b − ab < 1, xto je ekvivalentno sa
(1− a)(1− b) > 0, a ovo je oqigledno taqno.

Iz |GT | < 1 sledi da se taqka (1, 1) nalazi unutar kvadrata ABCD,
a time i taqka P . Kontradikcija. Time je zadatak rexen.
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[17] V. Ĉırtoaje, Algebraic Inequalities: Old and New Methods, GIL Publishing House, Zalău,
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